Tmhma Efarmosmenwn Majhmatikwn Akad. ètoc 2005`2006 EM 295: Jewria Proseggisewn kai Upologismoi 10/3/2006 Askăseic ` FullĹdio 2

Jewrăste ìti o X eÐnai grammikìc qÿroc epÐ tou sÿmatoc twn pragmatikÿn arijmÿn.

1. ’Estw (X, (·, ·)) qÿroc me eswterikì ginìmeno. ApodeÐxte ìti an (x_n), (y_n) eÐnai akoloujÐec sto qÿro autì t.w. x_n → 0 kai (y_n) na eÐnai fragmènh, tìte (x_n, y_n) → 0.

2. ’Estw (X, (·, ·)) qÿroc me eswterikì ginìmeno. ApodeÐxte ìti |(x, y)| = √ (x, x) √ (y, y) ⇔ ta x, y eÐnai gramm. exarthmèna.

3. ’Estw (X, (·, ·)) qÿroc me eswterikì ginìmeno. DeÐxte ìti an (x, u) = (x, v) ∀x ∈ X, tìte u = v. 4. (i) ’Estw (X, (·, ·)) qÿroc me eswterikì ginìmeno. ApodeÐxte ìti ‖x+y‖ = ‖x‖+‖y‖ ⇔ αx = βy, gia α, β ≧ 0 ìqi tautìqrona mhdèn.

(ii) ‖x − y‖ + ‖y − z‖ = ‖x − z‖ ⇔ y = αx + (1 − α)z, α ∈ [0, 1]. (iii) ‖x − y‖ = | | ‖x‖ − ‖y‖ | | ⇔ αx = βy, gia α, β ≧ 0 ìqi tautìqrona mhdèn.

5. DeÐxte ìti an (x_n) akoloujÐa s’ èna qÿro me eswterikì ginìmeno (X, (·, ·)) me ‖x_n‖ → ‖x‖ kai (x_n, x) → (x, x), tìte x_n → x.

6. Jewrăste sto qÿro R^2 th nìrma ‖x‖_1 := |x_1| + |x_2|, x = (x_1, x_2) ∈ R^2. H nìrma ‖ · ‖_1 proèrqetai apì eswterikì ginìmeno?

7. DeÐxte ìti an (X, (·, ·)) eÐnai qÿroc me eswterikì ginìmeno, tìte x ⊥ y ⇔ ‖x + λy‖ = ‖x − λy‖, ∀λ ∈ R.

8. DeÐxte ìti an (X, (·, ·)) eÐnai qÿroc me eswterikì ginìmeno, tìte x ⊥ y ⇔ ‖x + λy‖ ≧ ‖x‖, ∀λ ∈ R. 9. DeÐxte ìti an (X, (·, ·)) eÐnai qÿroc me eswterikì ginìmeno, (x_n) ⊂ X akoloujÐa ston X me x_n → x kai y ∈ X t.w. y ⊥ x_n ∀n, tìte y ⊥ x.

10. ’Estw (X, (·, ·)) qÿroc me eswterikì ginìmeno kai ‖ · ‖ h antÐstoiqh paragìmenh nìrma. EÐnai h nìrma aută austhrĹ kurtă?