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 - 6o Full�dio1. Exet�ste an oi parak�tw prot�sei
 e�nai alhje�
   yeude�
.(aþ) Up�rqei grammikì
 telest 
 T pou den èqei kanèna T�anallo�wto upìqwro.(bþ) An T e�nai èna
 grammikì
 telest 
 se èna dian. q¸ro peperasmènh
 di�stash
 V kai W e�naièna
 T�anallo�wto
 upìqwro
 tou V , tìte to qarakthristikì polu¸numo tou TW diaire� toqarakthristikì polu¸numo tou T .(gþ) 'Estw T èna
 grammikì
 telest 
 se èna dian. q¸ro peperasmènh
 di�stash
 V , kai x, y ∈ V .An W e�nai o T -kuklikì
 upìqwro
 pou par�getai apì to x kai W ′ e�nai o T -kuklikì
upìqwro
 pou par�getai apì to y, kai W = W ′, tìte x = y.(dþ) An T e�nai èna
 grammikì
 telest 
 se èna dian. q¸ro peperasmènh
 di�stash
 V , tìte giak�je x ∈ V o T -kuklikì
 upìqwro
 pou par�getai apì to x e�nai o �dio
 me ton T -kuklikìupìqwro pou par�getai apì to T (x).(eþ) 'Estw T èna
 grammikì
 telest 
 se èna dian. q¸ro di�stash
 n. Tìte up�rqei èna polu¸-numo g(t) bajmoÔ n tètoio ¸ste g(T ) = T0, ìpou T0 e�nai to mhdenikì polu¸numo.(�þ) K�je polu¸numo th
 morf 
 (−1)n(a0 + a1t + · · · + an−1t
n−1 + tn) e�nai to qarakthristikìpolu¸numo k�poiou grammikoÔ telest .2. 'Estw T èna
 grammikì
 telest 
 se èna dian. q¸ro peperasmènh
 di�stash
 V . Apode�xte ìti oiakìloujoi upìqwroi e�nai T -anallo�wtoi:a) {0} kai V .b) ker(T )} kai im(T ).g) Eλ, gia k�je idiotim  λ tou T .3. 'Estw T èna
 grammikì
 telest 
 se èna dian. q¸ro V , kai W e�nai èna
 T�anallo�wto
 upìqwro
tou V . Apode�xte ìti o W e�nai g(T )�anallo�wto
 gia k�je polu¸numo g(t).4. 'Estw T èna
 grammikì
 telest 
 se èna dian. q¸ro V . Apode�xte ìti h tom  opoiasd potesullog 
 T�anallo�wtwn upìqwrwn tou V e�nai T�anallo�wto
 upìqwro
.5. Gia k�je grammikì telest  T se èna dian. q¸ro V bre�te mia b�sh tou T -kuklikoÔ upìqwrou W ,pou par�getai apì to z:a) V = R

4, T (a, b, c, d) = (a + b, b − c, a + c, a + d), kai z = e1.b) V = M2×2(R), T (A) = AT , kai z =
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.Sth sunèqeia upolog�ste to qarakthristikì polu¸numo tou TW kai to qarakthristikì polu¸numo
f(t) tou T . Epibebai¸ste ìti to qarakthristikì polu¸numo tou TW diaire� to f(t).



6. 'Estw dian. q¸ro
 V , T ∈ L(V ), 0 6= x ∈ V kai W e�nai o T -kuklikì
 upìqwro
 pou par�getaiapì to x. Gia k�je y ∈ V apode�xte ìti y ∈ W an kai mìno an up�rqei èna polu¸numo g(t) tètoio¸ste y = g(T )(x).7. 'Estw A o n × n p�naka
 me stoiqe�a sto R
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0 0 . . . 0 −a0

1 0 . . . 0 −a1

0 1 . . . 0 −a2... ... ... ...
0 0 . . . 0 −ak−2

0 0 . . . 1 −ak−1
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ìpou a0, a1, . . . , ak−1 ∈ R. Apode�xte ìti to qarakthristikì polu¸numo tou A e�nai:
(−1)n(a0 + a1t + · · · + ak−1t

k−1 + tk).(Upìdeixh: Qrhsimopoi ste epagwg  sto k, kai anaptÔxte thn or�zousa w
 pro
 thn pr¸th gram-m .)8. 'Estw p�naka
 A ∈ M2×2(C) me qarakthristikì polu¸numo f(t) = t2 + t + 1. De�xte ìti A3 = I2.
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