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Το πρόβλημα της παρεμβολής

Έστω ότι μας δίνονται οι τιμές μιας (πραγματικής) ανεξάρτητης μεταβλητής x0, x1, . . . , xn,
και οι τιμές y0, y1, . . . , yn της αντίστοιχης εξαρτημένης μεταβλητής. Υποθέτουμε ότι

x0 < x1 < · · · < xn,

και ότι κάθε yi είναι ένας πραγματικός αριθμός που αντιστοιχεί στο xi, i = 0, 1, . . . , n.

Π.χ. τα yi μπορεί να είναι αποτελέσματα μετρήσεων ή να δίνονται από κάποιο μαθηματικό
τύπο (π.χ. yi = f(xi)).

Το απλούστερο πρόβλημα της παρεμβολής: Θέλουμε να κατασκευάσουμε μια συνάρτηση φ
τέτοια ώστε

φ(xi) = yi, i = 0, 1, . . . , n,

και η φ(x) να παίρνει “λογικές” τιμές για κάθε x που βρίσκεται μεταξύ των xi.

Το κριτήριο για το τι είναι λογικό μπορεί να μεταβάλλεται από πρόβλημα σε πρόβλημα και
πολλές φορές δεν είναι δυνατόν να κατανοηθεί σε ικανοποιητικό βαθμό.
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Παράδειγμα
Πληθυσμός της Ελλάδας βάσει στοιχείων απογραφών:

xi 1961 1971 1981 1991 2001 2011
yi 8 388 553 8 768 372 9 739 441 10 259 900 10 964 020 10 815 197
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Παρεμβολή τύπου Lagrange

Δεδομένα: (xi, yi), i = 0, 1, . . . , n.

(Τα yi μπορεί να είναι τιμές κάποιας συνάρτησης, π.χ. yi = f(xi).)

Παρεμβολή τύπου Lagrange: Θέλουμε να προσδιορίσουμε μια συνάρτηση φ από ένα
ορισμένο σύνολο συναρτήσεων, η οποία να προσδιορίζεται μόνο από τις τιμές yi, και η οποία
να παρεμβάλλεται στα σημεία (xi, yi), i = 0, 1, . . . , n, δηλαδή να ικανοποιεί τις συνθήκες

φ(xi) = yi, i = 0, 1, . . . , n.

Για ιστορικούς και πρακτικούς λόγους η σημαντικότερη κλάση συναρτήσεων παρεμβολής
είναι τα πολυώνυμα.
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Πλεονεκτήματα πολυωνύμων ως συναρτήσεων παρεμβολής
Οι τιμές των πολυωνύμων υπολογίζονται εύκολα με ένα πεπερασμένο πλήθος
προσθαφαιρέσεων και πολλαπλασιασμών.
Παραγωγίζονται και ολοκληρώνονται έυκολα.
Έχουν καλές προσεγγιστικές ιδιότητες.

Θεώρημα (Weierstrass)
Αν η f είναι συνεχής συνάρτηση στο κλειστό και φραγμένο διάστημα [a, b], τότε για κάθε ε > 0
υπάρχει πολυώνυμο pn(x), βαθμού το πολύ n, τέτοιο ώστε

K�t
a≤x≤b

|f(x)− pn(x)| < ε.

106 C H A P T E R 3 Interpolation and Polynomial Approximation

3.1 Interpolation and the Lagrange Polynomial

One of the most useful and well-known classes of functions mapping the set of real numbers
into itself is the algebraic polynomials, the set of functions of the form

Pn(x) = anxn + an−1xn−1 + · · · + a1x + a0,

where n is a nonnegative integer and a0, . . . , an are real constants. One reason for their
importance is that they uniformly approximate continuous functions. By this we mean that
given any function, defined and continuous on a closed and bounded interval, there exists
a polynomial that is as “close” to the given function as desired. This result is expressed
precisely in the Weierstrass Approximation Theorem. (See Figure 3.1.)

Figure 3.1
y

xa b

y ! f (x)

y ! f (x) " ε

y ! f (x) # ε

y ! P (x)

Theorem 3.1 (Weierstrass Approximation Theorem)
Suppose that f is defined and continuous on [a, b]. For each ε > 0, there exists a polynomial
P(x), with the property that

|f (x)− P(x)| < ε, for all x in [a, b].

The proof of this theorem can be found in most elementary texts on real analysis (see,
for example, [Bart], pp. 165–172).

Another important reason for considering the class of polynomials in the approximation
of functions is that the derivative and indefinite integral of a polynomial are easy to determine
and are also polynomials. For these reasons, polynomials are often used for approximating
continuous functions.

Karl Weierstrass (1815–1897) is
often referred to as the father of
modern analysis because of his
insistence on rigor in the
demonstration of mathematical
results. He was instrumental in
developing tests for convergence
of series, and determining ways
to rigorously define irrational
numbers. He was the first to
demonstrate that a function could
be everywhere continuous but
nowhere differentiable, a result
that shocked some of his
contemporaries.

The Taylor polynomials were introduced in Section 1.1, where they were described
as one of the fundamental building blocks of numerical analysis. Given this prominence,
you might expect that polynomial interpolation would make heavy use of these functions.
However this is not the case. The Taylor polynomials agree as closely as possible with
a given function at a specific point, but they concentrate their accuracy near that point.
A good interpolation polynomial needs to provide a relatively accurate approximation
over an entire interval, and Taylor polynomials do not generally do this. For example,
suppose we calculate the first six Taylor polynomials about x0 = 0 for f (x) = ex.
Since the derivatives of f (x) are all ex, which evaluated at x0 = 0 gives 1, the Taylor
polynomials are
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Πολυωνυμική παρεμβολή

Θεώρημα
Έστω x0, x1, . . . , xn ∈ R, n+ 1 ανά δύο διαφορετικά μεταξύ τους σημεία και
y0, y1, . . . , yn ∈ R. Τότε υπάρχει ακριβώς ένα πολυώνυμο p βαθμού το πολύ n τέτοιο ώστε

p(xi) = yi, i = 0, 1, . . . , n.

Παράδειγμα: Το μοναδικό πολυώνυμο βαθμού 1, που παρεμβάλλεται στις τιμες μιας
συνάρτησης f στα σημεία a, b, δηλαδή διέρχεται από τα σημεία (a, f(a)), (b, f(b)), είναι το

p1(x) =
f(b)− f(a)

b− a
(x− a) + f(a).

Πράγματι, το p1 είναι πρώτου βαθμού, και

p1(a) =
f(b)− f(a)

b− a
(a− a) + f(a) = 0 + f(a) = f(a).

p1(b) =
f(b)− f(a)

b− a
(b− a) + f(a) = f(b)− f(a) + f(a) = f(b).
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Παράσταση του πολυωνύμου παρεμβολής σε μορφή Lagrange
Έστω x0, x1, . . . , xn ∈ R ανά δύο διαφορετικά μεταξύ τους σημεία. Ονομάζουμε πολυώνυμα
Lagrange τα πολυώνυμα Li(x), i = 0, . . . , n, βαθμού n, με την ιδιότητα

Li(xj) =

{
1, αν i = j
0, αν i #= j.

(1)

Εύκολα μπορούμε να δούμε ότι τα πολυώνυμα

Li(x) =
(x− x0)(x− x1) . . . (x− xi−1)(x− xi+1) . . . (x− xn)

(xi − x0)(xi − x1) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)
,

πληρούν τις συνθήκες (1).
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Παράσταση του πολυωνύμου παρεμβολής σε μορφή Lagrange

Τότε το πολυώνυμο παρεμβολής pn, βαθμού το πολύ n, που παρεμβάλλεται στις τιμές της f
στα σημεία x0, x1, . . . , xn γράφεται στη μορφή

pn(x) =
n∑

i=0

f(xi)Li(x)

= f(x0)L0(x) + f(x1)L1(x) + · · ·+ f(xn)Ln(x).
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Παράδειγμα

Να προσδιορίσετε το πολυώνυμο παρεμβολής p2 (βαθμού το πολύ 2) που παρεμβάλλεται
στις τιμές της f(x) = 1

x στα σημεία x0 = 2, x1 = 2.5, x2 = 4.

Αρχικά, υπολογίζουμε τα πολυώνυμα Lagrange

L0(x) =
(x− x1)(x− x2)
(x0 − x1)(x0 − x2)

=
(x− 2.5)(x− 4)
(2− 2.5)(2− 4)

= x2 − 6.5x+ 10,

L1(x) =
(x− x0)(x− x2)
(x1 − x0)(x1 − x2)

=
(x− 2)(x− 4)

(2.5− 2)(2.5− 4)
= −4

3
x2 + 8x− 32

3
,

L2(x) =
(x− x0)(x− x1)
(x2 − x0)(x2 − x1)

=
(x− 2)(x− 2.5)
(4− 2)(4− 2.5)

=
1
3
x2 − 3

2
x+

5
3
.

’Αρα

p2(x) =
2∑

i=0

f(xi)Li(x) = f(x0)L0(x) + f(x1)L1(x) + f(x2)L2(x)

=
1
2

(
x2 − 6.5x+ 10

)
+

2
5

(
−4
3
x2 + 8x− 32

3

)
+

1
4

(
1
3
x2 − 3

2
x+

5
3

)

= 0.05x2 − 0.425x+ 1.15.
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Παράδειγμα

i 0 1 2
xi 2 2.5 4

f(xi) 1/2 2/5 1/4

p2(x) = 0.05x2 − 0.425x+ 1.15.
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Παράσταση σε μορφή του Νεύτωνα

Θεωρούμε και πάλι x0, x1, . . . , xn ∈ R ανά δύο διαφορετικά μεταξύ τους σημεία και
y0, y1, . . . , yn ∈ R. Τότε αν γράψουμε το πολυώνυμο p βαθμού το πολύ n για το οποίο ισχύει
p(xi) = yi, i = 0, . . . , n, στη μορφή

p(x) = α0 + α1(x− x0) + α2(x− x0)(x− x1) + · · ·+ αn(x− x0) . . . (x− xn−1),

μπορούμε εύκολα να υπολογίσουμε τους συντελεστές α0,α1, . . . ,αn διαδοχικά:

p(x0) = y0 → α0 = y0

p(x1) = y1 → α1 =
y1 − α0

x1 − x0

p(x2) = y2 → α2 =

(
y2 − α0

x2 − x0
− α1

)/
(x2 − x1)

...

Δ.Α. Μητσούδης Αριθμητική Ανάλυση 11 /67

Παράδειγμα

Να προσδιορίσετε το πολυώνυμο παρεμβολής p2 (βαθμού το πολύ 2) που παρεμβάλλεται
στις τιμές της f(x) = 1

x στα σημεία x0 = 2, x1 = 2.5, x2 = 4, κάνοντας χρήση της μορφής
του Νεύτωνα.

Το πολυώνυμο θα είναι της μορφής:

p(x) = α0 + α1(x− x0) + α2(x− x0)(x− x1)

= α0 + α1(x− 2) + α2(x− 2)(x− 2.5).

Επομένως

p(2) =
1
2

⇒ α0 =
1
2

p(2.5) =
2
5

⇒ 1
2
+ α1(2.5− 2) =

2
5
⇒ α1 = −1

5

p(4) =
1
4

⇒ 1
2
− 1

5
(4− 2) + α2(4− 2)(4− 2.5) =

1
4
⇒ α2 =

1
20

.

Άρα το ζητούμενο πολυώνυμο παρεμβολής στη μορφή του Νεύτωνα είναι το:

p(x) = 0.5− 0.2(x− 2) + 0.05(x− 2)(x− 2.5).
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Σφάλμα της πολυωνυμικής παρεμβολής

Θεώρημα
Έστω f μια συνάρτηση με συνεχείς παραγώγους μέχρι και τάξης n+ 1 (n ≥ 0) στο [a, b], και
x0, . . . , xn ∈ [a, b] ανά δύο διαφορετικά μεταξύ τους σημεία. Αν p είναι το (μοναδικό)
πολυώνυμο παρεμβολής της f στα σημεία x0, . . . , xn, τότε ισχύει:

∀x ∈ [a, b] ∃ ξ ∈ (a, b) : f(x)− p(x) =
f (n+1)(ξ)
(n+ 1)!

n∏

i=0

(x− xi), (2)

όπου συμβολίζουμε:
n∏

i=0

(x− xi) = (x− x0)(x− x1) · · · (x− xn).

Επιπλέον,

K�t
a≤x≤b

|f(x)− p(x)| ≤ K�t
a≤x≤b

∣∣∣
n∏

i=0

(x− xi)
∣∣∣

K�ta≤x≤b |f (n+1)(x)|
(n+ 1)!

(3)
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Απόδειξη

Αν x είναι κάποιο από τα x0, x1, . . . , xn, τότε η (2) ισχύει κατά προφανή τρόπο. Έστω
x ∈ [a, b] και x #= xi, για i = 0, 1, . . . , n.

Θέτουμε Φ(t) =
n∏

i=0

(t− xi) και ορίζουμε:

ϕ(t) := f(t)− p(t)− f(x)− p(x)
Φ(x)

Φ(t).

Αφού η f ∈ Cn+1[a, b] και η Φ είναι ένα πολυώνυμο βαθμού n+ 1⇒ ϕ ∈ Cn+1[a, b].
Επίσης

ϕ(xi) = f(xi)− p(xi)︸ ︷︷ ︸
=0

−f(x)− p(x)
Φ(x)

Φ(xi)︸ ︷︷ ︸
=0

= 0, i = 0, 1, . . . , n,

και

ϕ(x) = f(x)− p(x)− f(x)− p(x)
Φ(x)

Φ(x) = 0.
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Απόδειξη (...συνέχεια)

Άρα η ϕ έχει τουλάχιστον n+ 2 ρίζες στο [a, b]
ȫ._QHH2⇒ η ϕ′ έχει τουλάχιστον n+ 1 ρίζες στο (a, b)
ȫ._QHH2⇒ η ϕ′′ έχει τουλάχιστον n ρίζες στο (a, b)
...

ȫ._QHH2⇒ η ϕ(n+1) έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο (a, b), έστω ξ.

Δηλ. ∃ ξ ∈ (a, b): ϕ(n+1)(ξ) = 0.

Προφανώς, Φ(n+1)(t) = (n+ 1)!, επομένως:

ϕ(n+1)(t) = f (n+1)(t)− f(x)− p(x)
Φ(x)

(n+ 1)!, t ∈ [a, b].

Συνεπώς,

ϕ(n+1)(ξ) = 0 ⇒ f (n+1)(ξ)− f(x)− p(x)
Φ(x)

(n+ 1)! = 0

⇒ f(x)− p(x) =
f (n+1)(ξ)
(n+ 1)!

Φ(x).
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Απόδειξη (...συνέχεια)

Φυσικά,

|f(x)− p(x)| = |f (n+1)(ξ)|
(n+ 1)!

∣∣∣
n∏

i=0

(x− xi)
∣∣∣

⇒ |f(x)− p(x)| ≤ K�t
a≤x≤b

∣∣∣
n∏

i=0

(x− xi)
∣∣∣

K�ta≤x≤b |f (n+1)(x)|
(n+ 1)!

, για κάθε x ∈ [a, b]

⇒ K�t
a≤x≤b

|f(x)− p(x)| ≤ K�t
a≤x≤b

∣∣∣
n∏

i=0

(x− xi)
∣∣∣

K�ta≤x≤b |f (n+1)(x)|
(n+ 1)!

.

Q.E.D.
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Παράδειγμα

Ας υπολογίσουμε το μέγιστο σφάλμα που θα έχουμε αν προσεγγίσουμε μια συνάρτηση f που
είναι δύο φορές συνεχώς παραγωγίσιμη σ’ ένα διάστημα [a, b] με το γραμμικό πολυώνυμο
που παρεμβάλλεται στις τιμές της f στα σημεία x = a και x = b.

Το γραμμικό πολυώνυμο παρεμβολής που παρεμβάλλεται στα σημεία x = a και x = b στις
τιμές f(a) και f(b) είναι το:

p(x) =
f(b)− f(a)

b− a
(x− a) + f(a). (γιατί;)

Άρα από την εκτίμηση (3) έχουμε ότι:

K�t
a≤x≤b

|f(x)− p(x)| ≤ 1
2!

K�t
a≤x≤b

|(x− a)(x− b)|
︸ ︷︷ ︸

1
4 (b−a)2

K�t
a≤x≤b

|f ′′(x)|

=
(b− a)2

8
K�t
a≤x≤b

|f ′′(x)|.
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Μειονεκτήματα της πολυωνυμικής παρεμβολής

’Οταν το πλήθος των σημείων είναι μεγάλο και, επομένως, ο βαθμός του πολυωνύμου
παρεμβολής n είναι μεγάλος, τότε η πολυωνυμική παρεμβολή παρουσιάζει τόσο θεωρητικά
όσο και υπολογιστικά προβλήματα.

Π.χ., συνάρτηση Runge:

f(x) =
1

1 + x2
, x ∈ [−5, 5].

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
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p5(x)
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2

 

 

f(x)
p10(x)

Η συνάρτηση Runge και το πολυώνυμο παρεμβολής pn σε n+ 1 ισαπέχοντα σημεία του
διαστήματος [−5, 5]. Αριστερά: n = 5. Δεξιά: n = 10.
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Μειονεκτήματα της πολυωνυμικής παρεμβολής

Η παρεμβολή με πολυώνυμα μεγάλου βαθμού σε μεγάλο πλήθος σημείων παρεμβολής είναι
μια «ριψοκίνδυνη» διαδικασία.

Η προσέγγιση μπορεί να είναι πολύ κακή εκτός εαν επιλέξουμε τα σημεία παρεμβολής με
πολύ μεγάλη προσοχή.

Ακόμη όμως και αν το σφάλμα ήταν μικρό για μεγάλο n, θα είχαμε προβλήματα στον
υπολογισμό των τιμών ενός πολυωνύμου μεγάλου βαθμού λόγω των σφαλμάτων
στρογγύλευσης στον υπολογιστή.

Σκεφτείτε ότι αν, π.χ., μας δίνανε 1000 σημεία θα έπρεπε κάθε φορά να υπολογίζουμε την
τιμή ενός πολυωνύμου βαθμού 999 !!!

Σε αυτές τις περιπτώσεις, καταφεύγουμε σε παρεμβολή με τμηματικά πολυωνυμικές
συναρτήσεις (splines).

Θα δούμε δύο περιπτώσεις: α) τις γραμμικές splines, και β) τις κυβικές splines.
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Παρεμβολή με splines
Η ιστορία των splines ξεκινάει από πολύ παλιά, από την ανάγκη των σχεδιαστών που συχνά
χρειαζόταν να σχεδιάζουν καμπύλες που να διέρχονται από συγκεκριμένα σημεία. Για να το
πετύχουν αυτό χρησιμοποιούσαν μηχανικές splines, που ήταν εύκαμπτες ταινίες από
ελαστικό υλικό, συνήθως ξύλο, τις οποίες σταθεροποιούσαν στα σημεία παρεμβολής με βάρη
(που στα αγγλικά λέγονται ducks λόγω του σχήματός τους). (Η ορολογία αυτή χρονολογείται
τουλάχιστον από το 1891.)

Figure 3: Hooked weights, called “ducks,” accurately secure a spline – here, no more

than a thin strip of balsa – for tracing the hull of a sailing vessel. Source: Edson

International (with kind permission).

The practice was refined throughout the northern Mediterranean well into the

1700s.  As shipbuilding evolved from a craft to a science, drawings replaced full-

scale wooden templates. The practice of plotting the patterns for ribs and keels

became known as lofting since the attic above the workshop was the only dry

unobstructed floorspace large enough to accommodate the 1:1 setting out

process. The long curves were scribed onto the timber from a thin flexible strip of

timber or steel, called a spline (see Figure 3). The spline is bent and held in place on

a flat surface by a series of three or more hooked metal weights, called ducks. An

optimally smooth, attractive, and mechanically sound curvature is guaranteed by

the uniform distribution of stress throughout the long elastic spline as it tries to

regain its original straightness. This quality of even smoothness is known to

shipbuilders as “fairness” and is championed because it minimizes the vessel’s drag

in the water. By the 1600s, European shipbuilders had begun to rely on smaller

scaled drawings for design and contractual documentation. Hand-held mechanical

drafting splines were invented to trace the overlaid orthogonal projections and cross

sections which set out the ship’s critical underlying geometry. However, when

translating drawings into full-scale parts, boatbuilders still employ the traditional

lofting technique using a spline to this day.

iv

Η ελαστική φύση αυτών των ξύλινων ταινιών τους επέτρεπε να λυγίζουν λίγο ώστε να
περνάνε από τα προδιαγεγραμμένα σημεία, παίρνοντας ένα σχήμα που ελαχιστοποιούσε τη
δυναμική ενέργεια.
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Παρεμβολή με splines

Θεωρούμε ένα διαμερισμό του διαστήματος [a, b]:

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b.

Τα xi λέγονται κόμβοι του διαμερισμού.

Splines ως προς το διαμερισμό αυτό λέγονται γενικά συναρτήσεις, οι οποίες σε κάθε
υποδιάστημα [xi, xi+1] έχουν κάποια συγκεκριμένη μορφή, είναι, π.χ., πολυώνυμα βαθμού το
πολύm, ή τριγωνομετρικά πολυώνυμα κ.ο.κ. Εμείς θα ασχοληθούμε με την ακόλουθη
συγκεκριμένη περίπτωση:

Θα λέμε ότι μια συνάρτηση s είναι μια spline βαθμού k αν:
1 Οι s, s′, s′′, . . . , s(k−1) είναι συνεχείς συναρτήσεις στο [a, b].

2 Η s είναι πολυώνυμο βαθμού το πολύ k σε κάθε υποδιάστημα [xi, xi+1].

Ειδικότερα, θα περιγράψουμε τις γραμμικές (βαθμού 1) splines,και τις κυβικές (βαθμού 3)
splines.
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Γραμμικές splines

Έστω [a, b] ένα κλειστό και φραγμένο διάστημα, και a = x0 < x1 < · · · < xn = b ένας
διαμερισμός του [a, b].

Μια συνάρτηση s(x) θα λέγεται γραμμική spline αν

είναι συνεχής σε ολόκληρο το [a, b], και

είναι πολυώνυμο πρώτου βαθμού σε κάθε υποδιάστημα [xi, xi+1], i = 0, 1, . . . , n− 1.

Π.χ. 1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020
0.8

0.9

1

1.1

1.2
x 107

1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020
0.8

0.9

1

1.1

1.2
x 107

1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020
0.8

0.9

1

1.1

1.2
x 107
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Κυβικές splines

Έστω [a, b] ένα κλειστό και φραγμένο διάστημα, και a = x0 < x1 < · · · < xn = b ένας
διαμερισμός του [a, b].

Μια συνάρτηση s(x) θα λέγεται κυβική spline αν

είναι δύο φορές συνεχώς παραγωγίσιμη σε ολόκληρο το [a, b] (s, s′, s′′ συνεχείς στο
[a, b]), και

είναι πολυώνυμο τρίτου βαθμού σε κάθε υποδιάστημα [xi−1, xi], i = 1, . . . , n.

Συμβολίζουμε το κυβικό πολυώνυμο του υποδιαστήματος [xi−1, xi], ως si(x), i = 1, . . . , n.
Π.χ., si(x) = ai(x− xi−1)

3 + bi(x− xi−1)
2 + ci(x− xi−1) + di.

Άρα σε καθένα από τα n υποδιαστήματα πρέπει να υπολογίσουμε 4 σταθερές, δηλ. συνολικά
4n σταθερές.
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Κυβικές splines

s(xi) = f(xi), i = 0, 1, . . . , n. Παρεμβολικές συνθήκες. (n+ 1)

si(xi) = si+1(xi), i = 1, . . . , n− 1. Συνέχεια της s στους εσωτερ. κόμβους. (n− 1)

s′i(xi) = s′i+1(xi), i = 1, . . . , n− 1. Συνέχεια της s′ στους εσωτ. κόμβους. (n− 1)

s′′i (xi) = s′′i+1(xi), i = 1, . . . , n− 1. Συνέχεια της s′′ στους εσωτ. κόμβους. (n− 1)

Άρα χρειαζόμαστε ακόμα 2 συνθήκες που είναι, συνήθως, διαφόρων τύπων συνοριακές
συνθήκες για την s στα άκρα x0 = a, xn = b. Π.χ.

s′(x0) = f ′(x0), s′(xn) = f ′(xn).

s′′(x0) = f ′′(x0), s′′(xn) = f ′′(xn).

s′′(x0) = 0, s′′(xn) = 0 . Φυσική κυβική spline.

Δ.Α. Μητσούδης Αριθμητική Ανάλυση 24 /67



Παράδειγμα

Είναι η συνάρτηση

s(x) =

{
x3 + x− 1 , −1 ≤ x ≤ 0
x3 − x− 1 , 0 < x ≤ 1

μια κυβική spline;

Λύση: Για να είναι η s κυβική spline θα πρέπει να είναι πολυώνυμο βαθμού το πολύ 3 σε κάθε
υποδιάστημα (προφανές) και, επιπλέον, οι s, s′ και s′′ πρέπει να είναι συνεχείς σε ολόκληρο
το [−1, 1].

Προφανώς οι s, s′ και s′′ είναι συνεχείς παντού εκτός (πιθανώς) από το σημείο x = 0, άρα
πρέπει να ελέγξουμε τι συμβαίνει στο x = 0.
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HBK
x→0−

s(x) = HBK
x→0

(x3 + x− 1) = −1 και HBK
x→0+

s(x) = HBK
x→0

(x3 − x− 1) = −1

άρα η s είναι συνεχής στο x = 0.
Επίσης

s′(x) =

{
3x2 + 1 , −1 ≤ x ≤ 0
3x2 − 1 , 0 < x ≤ 1,

επομένως

HBK
x→0−

s′(x) = HBK
x→0

(3x2 + 1) = 1 ενώ HBK
x→0+

s′(x) = HBK
x→0

(3x2 − 1) = −1

και άρα η s′ δεν είναι συνεχής στο x = 0, οπότε η s δεν είναι κυβική spline.
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Πολυώνυμα στο MATLAB

== T 4 (R R @e) % Δίνουμε τους συντελεστές του πολυωνύμου x2 + x− 6
T 4

R R @e
== v 4 TQHvp�HUT-RV % Υπολογίζουμε την τιμή του πολυωνύμου στο 1
v 4

@9
== t 4 @k,k % Ορίζουμε το διάνυσμα x = (−2,−1, 0, 1, 2)
t 4

@k @R y R k
== v 4 TQHvp�HUT-tV % Υπολογίζουμε την τιμή του πολυωνύμου στο x
v 4

@9 @e @e @9 y
== x 4 `QQibUTV % Βρίσκουμε τις ρίζες του πολυωνύμου p
x 4

@j
k

== TQHvp�HUT-xV % Επαληθεύουμε ότι οι ρίζες του p είναι στο z
�Mb 4

y
y

Δ.Α. Μητσούδης Αριθμητική Ανάλυση 27 /67

Παρεμβολή στο MATLAB

Έστω, τώρα, ότι μας δίνονταιm ζεύγη δεδομένων (xi, yi), i = 1, . . . ,m, όπου τα σημεία xi

είναι διαφορετικά ανά δύο.

Στο MATLAB η συνάρτηση TQHv7Bi (σύνταξη: T 4 TQHv7BiUt-v-MV) κάνει προσαρμογή των
δεδομένων σε μια καμπύλη, υπολογίζοντας (με την έννοια των ελαχίστων τετραγώνων) το
πολυώνυμο βαθμού n που ελαχιστοποιεί την ποσότητα:

∑m
i=1(p(xi)− yi)

2.

Αν όμως χρησιμοποιήσουμε την TQHv7Bi με n = m− 1, τότε μας επιστρέφει τους
συντελεστές του (μοναδικού) πολυωνύμου βαθμού (το πολύ)m− 1, που παρεμβάλλεται
στις τιμές yi στα σημεία xi, i = 1, . . . ,m.
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Παρεμβολή στο MATLAB
Π.χ. αν θέλουμε να υπολογίσουμε και να σχεδιάσουμε το μοναδικό πολυώνυμο παρεμβολής
βαθμού 2, που παρεμβάλλεται στις τιμές της συνάρτησης f(x) = 1/x στα σημεία
x = 2, 2.5, 4, γράφουμε τις εντολές:

== t 4 (k kX8 9)
t 4

kXyyyy kX8yyy 9Xyyyy
== v 4 RXft
v 4

yX8yyy yX9yyy yXk8yy
== T 4 TQHv7BiUt-v-kV % Υπολογισμός του πολ. παρεμβολής βαθμού 2
T 4

yXy8yy @yX9k8y RXR8yy
% Δημιουργία 41 ισαπεχόντων σημείων στο διάστημα [2, 4]
== tt 4 HBMbT�+2Uk-9-9RVc
== vv 4 RXfttc
% Υπολογισμός των τιμών του πολ. παρεμβολής στα σημεία tt
== x 4 TQHvp�HUT-ttVc
== THQiUtt-vv-tt-x-^`^-t-v-^FX^-^J�`F2`aBx2^-ky-^GBM2qB/i?^-kV
== ;`B/ QM
== H2;2M/U^Rft^-^BMi2`TQH�Mi^-^BMi2`TQH�iBQM TQBMib^V
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Splines στο MATLAB

Π.χ. για να υπολογίσετε την κυβική spline παρεμβολής στις τιμές της f(x) = bBMx στα
σημεία x = 0,π/2,π, 3π/2, 2π με συνθήκες not-a-knot (που επιβάλλουν τη συνέχεια και της
τρίτης παραγώγου στον πρώτο εσωτερικό και στον τελευταίο εσωτερικό κόμβο) γράφετε:

== t 4 HBMbT�+2Uy-k TB-8V
t 4

y RX8dy3 jXR9Re 9XdRk9 eXk3jk
== v 4 bBMUtV
v 4

y RXyyyy yXyyyy @RXyyyy @yXyyyy
== tt 4 HBMbT�+2Uy-k TB-RyRVc
== vv 4 bBMUttVc
== xR 4 bTHBM2Ut-v-ttVc
== THQiUt-v-^FX^-tt-vv-tt-xR-^`^-^J�`F2`aBx2^-kyV
== ;`B/ QM
== H2;2M/U^BMi2`TX Tib^-^bBMUtV^-^+m#B+ bTHBM2 UMQi@�@FMQiV^V
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Splines στο MATLAB

Τέλος, για να υπολογίσουμε τη γραμμική spline παρεμβολής στις τιμές της f(x) = bBMx στα
σημεία x = 0,π/2,π, 3π/2, 2π μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τη συνάρτηση BMi2`TR ως
εξής:

== t 4 HBMbT�+2Uy-k TB-8V
t 4

y RX8dy3 jXR9Re 9XdRk9 eXk3jk
== v 4 bBMUtV
v 4

y RXyyyy yXyyyy @RXyyyy @yXyyyy
== tt 4 HBMbT�+2Uy-k TB-RyRVc
== vv 4 bBMUttVc
== xj 4 BMi2`TRUt-v-ttVc
== THQiUt-v-^FX^-tt-vv-tt-xj-^`^-^J�`F2`aBx2^-kyV
== ;`B/ QM
== H2;2M/U^BMi2`TQH�iBQM TQBMib^-^bBMUtV^-^HBM2�` bTHBM2^V
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Αριθμητική Ολοκλήρωση
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Αριθμητική Ολοκλήρωση

Έστω f : [a, b] → R μια ολοκληρώσιμη και φραγμένη συνάρτηση. Θέλουμε να υπολογίσουμε
το ∫ b

a

f(x) dx.

Αν F είναι μια παράγουσα της f , τότε φυσικά
∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a).

Όμως, σπάνια μπορούμε να υπολογίσουμε αναλυτικά μια παράγουσα. Επιπλέον, ακόμα και αν
γνωρίζουμε την F μπορεί μια εύκολα υπολογιζόμενη f να έχει πολύπλοκη παράγουσα F .
Π.χ., αν

f(x) = 1/(1 + x4),

τότε μια παράγουσα της είναι η

F (x) =
1

4
√
2

HM x2 +
√
2x+ 1

x2 −
√
2x+ 1

+
1

2
√
2

(
�`+i�M(1 +

√
2x)− �`+i�M(1−

√
2x)

)
.
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Αριθμητική oλοκλήρωση

Στην αριθμητική oλοκλήρωση, το ολοκλήρωμα

I(f) =

∫ b

a

f(x) dx

προσεγγίζεται με τύπους ολοκλήρωσης της μορφής

Qn+1(f) = w0f(x0) + w1f(x1) + . . .+ wnf(xn).

Τα xi λέγονται κόμβοι και είναι σημεία στο διάστημα ολοκλήρωσης,

τα wi λέγονται βάρη και είναι πραγματικοί αριθμοί.
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Ο τύπος του τραπεζίου

194 C H A P T E R 4 Numerical Differentiation and Integration

TheTrapezoidal Rule

To derive the Trapezoidal rule for approximating
∫ b

a f (x) dx, let x0 = a, x1 = b, h = b− a
and use the linear Lagrange polynomial:

P1(x) = (x − x1)

(x0 − x1)
f (x0) + (x − x0)

(x1 − x0)
f (x1).

Then
∫ b

a
f (x) dx =

∫ x1

x0

[
(x − x1)

(x0 − x1)
f (x0) + (x − x0)

(x1 − x0)
f (x1)

]
dx

+ 1
2

∫ x1

x0

f ′′(ξ(x))(x − x0)(x − x1) dx. (4.23)

The product (x− x0)(x− x1) does not change sign on [x0, x1], so the Weighted Mean Value
Theorem for Integrals 1.13 can be applied to the error term to give, for some ξ in (x0, x1),

∫ x1

x0

f ′′(ξ(x))(x − x0)(x − x1) dx = f ′′(ξ)
∫ x1

x0

(x − x0)(x − x1) dx

= f ′′(ξ)

[
x3

3
− (x1 + x0)

2
x2 + x0x1x

]x1

x0

= −h3

6
f ′′(ξ).

Consequently, Eq. (4.23) implies that
∫ b

a
f (x) dx =

[
(x − x1)

2

2(x0 − x1)
f (x0) + (x − x0)

2

2(x1 − x0)
f (x1)

]x1

x0

− h3

12
f ′′(ξ)

= (x1 − x0)

2
[f (x0) + f (x1)]−

h3

12
f ′′(ξ).

Using the notation h = x1 − x0 gives the following rule:

Trapezoidal Rule:
∫ b

a
f (x) dx = h

2
[f (x0) + f (x1)]−

h3

12
f ′′(ξ).

This is called the Trapezoidal rule because when f is a function with positive values,

When we use the term trapezoid
we mean a four-sided figure that
has at least two of its sides
parallel. The European term for
this figure is trapezium. To further
confuse the issue, the European
word trapezoidal refers to a
four-sided figure with no sides
equal, and the American word for
this type of figure is trapezium.

∫ b
a f (x) dx is approximated by the area in a trapezoid, as shown in Figure 4.3.

Figure 4.3
y

xa ! x0 x1 ! b

y ! f (x)

y ! P1(x)

Copyright 2010 Cengage Learning. All Rights Reserved. May not be copied, scanned, or duplicated, in whole or in part. Due to electronic rights, some third party content may be suppressed from the eBook and/or eChapter(s).
Editorial review has deemed that any suppressed content does not materially affect the overall learning experience. Cengage Learning reserves the right to remove additional content at any time if subsequent rights restrictions require it.

I(f) =

∫ b

a

f(x) dx ≈ Q2(f) =
b− a
2

(
f(a) + f(b)

)
.

Ο τύπος του τραπεζίου ολοκληρώνει ακριβώς πολυώνυμα μέχρι πρώτου βαθμού.
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Ο σύνθετος τύπος του τραπεζίου

Θεωρούμε έναν ομοιόμορφο διαμερισμό του [a, b] με βήμα h,

h =
b− a
n

, xi = a+ ih, i = 0, . . . , n.

Εφαρμόζουμε σε κάθε υποδιάστημα [xi, xi+1] τον τύπο του τραπεζίου, οπότε αθροίζοντας
οδηγούμαστε στον σύνθετο τύπο του τραπεζίου

QT
n+1(f) = h

(
1
2f(x0) + f(x1) + . . .+ f(xn−1) + 1

2f(xn)
)
.

Αποδεικνύεται ότι αν η συνάρτηση f είναι αρκετά ομαλή, συγκεκριμένα, δύο φορές συνεχώς
παραγωγίσιμη στο [a, b], τότε μια εκτίμηση του σφάλματος του σύνθετου τύπου του
τραπεζίου είναι η:

|I(f)−QT
n+1(f)| ≤

b− a
12

h2 K�t
a≤x≤b

|f ′′(x)|.

Δ.Α. Μητσούδης Αριθμητική Ανάλυση 36 / 67



Ο τύπος του Simpson

x

y

a = x0 x1 x2 = b

y = p2(x)

y = f(x)

I(f) =

∫ b

a

f(x) dx ≈ Q3(f) =
b− a
2

[
1
3
f(a) +

4
3
f

(
a+ b
2

)
+

1
3
f(b)

]
.

Ο τύπος του Simpson ολοκληρώνει ακριβώς πολυώνυμα μέχρι τρίτου βαθμού.
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Ο σύνθετος τύπος του Simpson

Έστω n άρτιος. Θεωρούμε έναν ομοιόμορφο διαμερισμό του [a, b] με βήμα h,

h =
b− a
n

, xi = a+ ih, i = 0, . . . , n.

Εφαρμόζουμε στα υποδιαστήματα [x0, x2], [x2, x4], . . . , [xn−2, xn] τον τύπο του Simpson,
οπότε αθροίζοντας οδηγούμαστε στον σύνθετο τύπο του Simpson

QS
n+1(f) =

h
3

[
f(x0) + 4f(x1) + 2f(x2) + 4f(x3) + 2f(x4) + . . .+ 4f(xn−1) + f(xn)

]
.

Για το σύνθετο τύπο του Simpson αποδεικνύεται ότι αν η συνάρτηση f είναι τέσσερεις φορές
συνεχώς παραγωγίσιμη στο [a, b], τότε ισχύει η ακόλουθη εκτίμηση σφάλματος:

|I(f)−QS
n+1(f)| ≤

b− a
180

h4 K�t
a≤x≤b

|f (4)(x)|.
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Αριθμητική ολοκλήρωση στο MATLAB

Θέλουμε να υπολογίσουμε το:
∫ 1

0

h(x) dx, όπου h(x) =
1

(x− 0.3)2 + 0.01
+

1
(x− 0.9)2 + 0.04

− 6.

Η h υλοποιείται στο MATLAB με τη συνάρτηση ?mKTb. Για να δούμε τη γραφική της
παράσταση γράφoυμε:
== 7THQiU!?mKTb-(y-R)V
== ;`B/ QM
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Δ.Α. Μητσούδης Αριθμητική Ανάλυση 39 / 67

Αριθμητική ολοκλήρωση στο MATLAB

Για να υπολογίσουμε το ολοκλήρωμά της με την [m�/ γράφουμε:

== [ 4 [m�/U!?mKTb-y-RV
[ 4

kNX383j

Μπορούμε ακόμη να πάρουμε μια προσέγγιση του ολοκληρώματος με τη συνάρτηση i`�Tx,
που υλοποιεί το σύνθετο τύπο του τραπεζίου. Στην i`�Tx δίνουμε τους κόμβους xi και τις
τιμές της συνάρτησης f(xi). Π.χ.

== t 4 y,yXR,Rc % Ορίζουμε το διάνυσμα x = (0, 0.1, . . . , 0.9, 1)
== v 4 ?mKTbUtVc % Υπολογίζουμε τις τιμές h(x)
== [ 4 i`�TxUt-vV
[ 4

kNX38Rd

Δ.Α. Μητσούδης Αριθμητική Ανάλυση 40 /67



Άσκηση 1

Θεωρήστε τη συνάρτηση f(x) =
√
2x +Qbx. Υπολογίστε το πολυώνυμο παρεμβολής p2(x),

βαθμού ≤ 2, που παρεμβάλλεται στην f στα σημεία x0 = 0, x1 = π/4 και x2 = π/2 του
διαστήματος [0,π/2].

Λύση (1ος τρόπος: πολυώνυμα Lagrange)
Το μοναδικό πολυώνυμο βαθμού (μικρότερου ή ίσου του) 2, που παρεμβάλλεται στις τιμές
της f στα τρία σημεία (x0, f(x0)), (x1, f(x1)), (x2, f(x2)), γράφεται με τη βοήθεια των
πολυωνύμων Lagrange ως εξής:

p2(x) = f(x0)L0(x) + f(x1)L1(x) + f(x2)L2(x), (4)

Εδώ:

f(x0) = f(0) = 0, f(x1) =
√
2
π
4

+Qb π
4
=

√
2
π
4
·
√
2
2

=
π
4
, f(x2) =

√
2
π
2

+Qb π
2
= 0,
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και

L0(x) =
(x− x1)(x− x2)
(x0 − x1)(x0 − x2)

=
(x− π

4 )(x− π
2 )

(0− π
4 )(0−

π
2 )

=
8
π2

(
x− π

4

)(
x− π

2

)
,

L1(x)=
(x− x0)(x− x2)
(x1 − x0)(x1 − x2)

=
(x− 0)(x− π

2 )

(π4 − 0)(π4 − π
2 )

= − 16
π2

x
(
x− π

2

)
,

L2(x) =
(x− x0)(x− x1)
(x2 − x0)(x2 − x1)

=
(x− 0)(x− π

4 )(
π
2 − 0

) (
π
2 − π

4

) =
8
π2

x
(
x− π

4

)
.

Αντικαθιστούμε στην (4) και έχουμε

p2(x) = 0 · L0(x) +
π
4
· L1(x) + 0 · L2(x) =

π
4
· L1(x)

=
π
4

[
− 16
π2

x
(
x− π

2

)]
= − 4

π
x
(
x− π

2

)

= − 4
π
x2 + 2x.
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Λύση (2ος τρόπος: με τη μορφή του Νεύτωνα)

p2(x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)(x− x1) = a0 + a1x+ a2 x
(
x− π

4

)
.

Πρέπει να βρούμε τα a0, a1, a2, αξιοποιώντας τις παρεμβολικές συνθήκες:

p2(x0) = f(x0) = 0, p2(x1) = f(x1) =
π
4
, p2(x2) = f(x2) = 0.

Άρα

p2(0) = 0 ⇔ a0 = 0.

p2
(π
4

)
=

π
4
⇔ a1 ·

π
4
=

π
4
⇔ a1 = 1.

p2
(π
2

)
= 0 ⇔ π

2
+ a2 ·

π
2
·
(π
2
− π

4

)
= 0 ⇔ a2 = − 4

π
.

Επομένως,

p2(x) = x− 4
π
x
(
x− π

4

)
= − 4

π
x2 + 2x.
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3ος τρόπος: (Αν στην άσκηση δεν ζητείται να υπολογιστεί το πολυώνυμο παρεμβολής με
χρήση των πολυωνύμων Lagrange, ή στη μορφή του Νεύτωνα, τότε μπορούμε να εργαστούμε
και ως εξής:)

Έστω ότι το πολυώνυμο 2ου βαθμού που αναζητούμε είναι στη μορφή p2(x) = ax2 + bx+ c.
Πρέπει να βρούμε τα a, b, c, αξιοποιώντας τις παρεμβολικές συνθήκες που είναι

p2(x0) = f(x0) = 0, p2(x1) = f(x1) =
π
4
, p2(x2) = f(x2) = 0.

Άρα

p2(0) = 0 ⇔ a · 02 + b · 0 + c = 0 ⇔ c = 0

p2
(π
4

)
=

π
4

⇔ π2

16
· a+

π
4
· b = π

4
(5)

p2
(π
2

)
= 0 ⇔ π2

4
· a+

π
2
· b = 0 (6)

Λύνουμε το σύστημα των (5) και (6) και βρίσκουμε: a = − 4
π , b = 2.

Επομένως, p2(x) = − 4
π x2 + 2x.
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Άσκηση 2

(i) Υπολογίστε τα βάρη w0, w1, w2 στον τύπο αριθμητικής ολοκλήρωσης, έτσι ώστε να
ολοκληρώνει ακριβώς πολυώνυμα όσο το δυνατόν μεγαλυτέρου βαθμού,

∫ 4

0

f(x) dx ≈ w0 f(1) + w1 f(2) + w2 f(3).

Ποιός είναι ο μέγιστος βαθμός πολυωνύμου που ο τύπος αυτός ολοκληρώνει ακριβώς;

(ii) Χρησιμοποιήστε τον τύπο αριθμητικής ολοκλήρωσης του προηγούμενου ερωτήματος
για να υπολογίσετε μια προσέγγιση του ολοκληρώματος

∫ 4

0

√
x dx. Πόσο είναι το

σφάλμα;
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Λύση
i)

∫ 4

0

f(x) dx ≈ w0 f(1) + w1 f(2) + w2 f(3).

Για να δούμε ποιός είναι ο μέγιστος βαθμός πολυωνύμου που ο τύπος αυτός ολοκληρώνει
ακριβώς, θα δοκιμάσουμε με τη σειρά τα μονώνυμα 1, x, x2, x3, . . ..

Για f(x) = 1 έχουμε:
∫ 4

0

1 dx = w0 + w1 + w2 ⇔ w0 + w1 + w2 = [x]40 ⇔ w0 + w1 + w2 = 4. (7)

Για f(x) = x έχουμε:
∫ 4

0

x dx = w0 + 2w1 + 3w2 ⇔ w0 + 2w1 + 3w2 =

[
x2

2

]4

0

⇔ w0 + 2w1 + 3w2 = 8. (8)

Για f(x) = x2 έχουμε:
∫ 4

0

x2 dx = w0+4w1+9w2 ⇔ w0+4w1+9w2 =

[
x3

3

]4

0

⇔ w0 + 4w1 + 9w2 =
64
3
. (9)

Λύνουμε το σύστημα των τριών εξισώσεων (7)–(9) και βρίσκουμε

w0 =
8
3
, w1 = −4

3
, w2 =

8
3
.
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Άρα ο τύπος ∫ 4

0

f(x) dx ≈ 8
3
f(1)− 4

3
f(2) +

8
3
f(3),

μέχρι τώρα σίγουρα ολοκληρώνει ακριβώς πολυώνυμα βαθμού 2.
Συνεχίζουμε με την f(x) = x3:

∫ 4

0

x3 dx =

[
x4

4

]4

0

= 64

και
8
3
· 13 − 4

3
· 23 + 8

3
· 33 =

8
3
− 32

3
+ 72 = 64.

Άρα ο τύπος αυτός ολοκληρώνει ακριβώς και πολυώνυμα βαθμού 3.

Συνεχίζουμε με την f(x) = x4:

∫ 4

0

x4 dx =

[
x5

5

]4

0

=
1024
5

= 204.8.

και
8
3
· 14 − 4

3
· 24 + 8

3
· 34 =

8
3
− 64

3
+ 216 = 197.333,

άρα δεν ολοκληρώνει ακριβώς πολυώνυμα βαθμού 4.
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(ii) Θα εφαρμόσουμε τον τύπο αυτό για την προσέγγιση του
∫ 4

0

√
x dx. Η ακριβής τιμή του

ολοκληρώματος είναι

∫ 4

0

√
x dx =

∫ 4

0

x1/2 dx =

[
x

3
2

3
2

]4

0

=
2
3
· 4

3
2 =

16
3

≈ 5.333333.

Η προσέγγιση που θα πάρουμε με το συγκεκριμένο τύπο αριθμητικής ολοκλήρωσης είναι

8
3
·
√
1− 4

3
·
√
2 +

8
3

√
3 =

8(1 +
√
3)− 4

√
2

3
≈ 5.399851

Συνεπώς, το απόλυτο σφάλμα είναι

|5.333333− 5.399851| = 0.066518 ≈ 7W

ενώ το σχετικό σφάλμα είναι (κατ’ απόλυτη τιμή) ίσο με
∣∣∣∣
5.333333− 5.399851

5.333333

∣∣∣∣ = 0.012472 ≈ 1W.
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Άσκηση 3

Ο πληθυσμός της Ελλάδας για τα έτη 1981, 1991 και 2001, δίνεται στον ακόλουθο πίνακα

x (Έτος) 1981 1991 2001
y (Πληθυσμός) 9,740,000 10,260,000 10,960,000

Εκτιμήστε τον πληθυσμό της Ελλάδας κατά το έτος 1984,
1 με τη γραμμική spline παρεμβολής,

2 με το πολυώνυμο παρεμβολής p2(x) (βαθμού! 2) που παρεμβάλλεται στις τιμές του
πληθυσμού τα έτη x0 = 1981, x1 = 1991 και x2 = 2001.
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Λύση

(1) Η γραμμική spline παρεμβολής στις τιμές του πληθυσμού τα έτη x0 = 1981, x1 = 1991,
και x2 = 2001,θα είναι μια συνεχής συνάρτηση στο διάστημα [1981, 2001], και στα
υποδιαστήματα [1981, 1991] και [1991, 2001] θα είναι ένα πολυώνυμο βαθμού το πολύ 1.

Άρα στο διάστημα [1981, 1991] θα βρούμε την ευθεία που διέρχεται από τα σημεία
(1981, 9 740 000) και (1991, 10 260 000). Η εξίσωση της ευθείας αυτής είναι:

y − 9 740 000
x− 1981

=
10 260 000− 9 740 000

1991− 1981
⇔ y = 52 000 (x− 1981) + 9 740 000

Άρα στο διάστημα [1981, 1991] η γραμμική spline παρεμβολής δίνεται από τον τύπο

s(x) = 52 000 (x− 1981) + 9 740 000,

και επομένως η εκτίμηση του πληθυσμού της Ελλάδας κατά το έτος 1984 είναι

s(1984) = 52 000 (1984 − 1981) + 9 740 000 = 9 896 000.
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(2) Πολυώνυμο παρεμβολής βαθμού ! 2 στη μορφή του Νεύτωνα:

p2(x) = a0 + a1(x− 1981) + a2(x− 1981)(x− 1991).

Πρέπει να βρούμε τα a0, a1, a2, αξιοποιώντας τις παρεμβολικές συνθήκες:

p2(1981) = 9 740 000, p2(1991) = 10 260 000, p2(2001) = 10 960 000.

Άρα

p2(1981) = 9 740 000 ⇔ a0 = 9740 000.

p2(1991) = 10 260 000 ⇔ 9 740 000 + a1 · 10 = 10 260 000 ⇔ a1 = 52 000.

p2(2001) = 10 960 000 ⇔ 9 740 000 + 52 000 · 20 + a2 · 20 · 10 = 10 960 000

⇔ a2 = 900.

Επομένως,

p2(x) = 9 740 000 + 52 000(x− 1981) + 900(x− 1981)(x− 1991)

⇒ p2(1984) = 9 740 000 + 52 000 · 3 + 900 · 3 · (−7) = 9 877 100.
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Άσκηση 4

Βρείτε τα b, c, d έτσι ώστε η συνάρτηση

s(x) =

{
1 + 2x− x3 , 0 ≤ x ≤ 1
2 + b(x− 1) + c(x− 1)2 + d(x− 1)3 , 1 < x ≤ 2

να είναι μια φυσική κυβική spline.

Λύση. Για να είναι η s κυβική spline θα πρέπει να είναι πολυώνυμο βαθμού το πολύ 3 σε κάθε
υποδιάστημα (προφανές) και, επιπλέον, να είναι δύο φορές συνεχώς παραγωγίσιμη σε
ολόκληρο το διάστημα (δηλαδή οι s, s′ και s′′ πρέπει να είναι συνεχείς σε ολόκληρο το [0, 2]).

Προφανώς οι s, s′ και s′′ είναι συνεχείς παντού εκτός (ίσως) από το σημείο x = 1, άρα θα
πρέπει να βρούμε τα b, c, d έτσι ώστε:

(1) s−(1) = s+(1),

(2) s′−(1) = s′+(1), και

(3) s′′−(1) = s′′+(1).
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Προφανώς

s′(x) =

{
2− 3x2 , 0 ≤ x ≤ 1
b+ 2c(x− 1) + 3d(x− 1)2 , 1 < x ≤ 2

και

s′′(x) =

{
−6x , 0 ≤ x ≤ 1
2c+ 6d(x− 1) , 1 < x ≤ 2

.

Άρα

(1) ⇔ 2 = 2. "
(2) ⇔ −1 = b.

(3) ⇔ −6 = 2c ⇔ c = −3.

Επιπλέον, για να είναι η s φυσική κυβική spline θα πρέπει

s′′(0) = 0" και s′′(2) = 0
c=−3⇐⇒ −6 + 6d(2− 1) = 0 ⇔ d = 1.

Άρα: b = −1, c = −3, d = 1.
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Άσκηση 5

Θεωρήστε τη συνάρτηση f(x) = +Qb πx
3 . Υπολογίστε το

∫ 1

0

f(x) dx με

1 τον κανόνα του τραπεζίου στο διάστημα [0,1],

2 τον κανόνα του Simpson στο διάστημα [0,1] και
3 το σύνθετο κανόνα του τραπεζίου στα διαστήματα [0, 1

2 ] και [
1
2 , 1],

και συγκρίνετε τα αποτελέσματά σας με την ακριβή τιμή του ολοκληρώματος.

Λύση. Η ακριβής τιμή του ολοκληρώματος είναι
∫ 1

0

+Qb πx
3

dx =
3
π

[
bBM πx

3

]1
0
=

3
π

(
bBM π

3
− bBM 0

)
=

3
π

√
3
2

=
3
√
3

2π
.
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(1) Ο τύπος του τραπεζίου στο διάστημα [0, 1] είναι

∫ 1

0

f(x) dx ≈ b− a
2

(
f(0) + f(1)

)
.

Εδώ: f(0) = +Qb π·0
3 = +Qb 0 = 1, f(1) = +Qb π·1

3 = 1
2 , οπότε

∫ 1

0

+Qb πx
3

dx ≈ 1− 0
2

(
1 +

1
2

)
=

3
4
.

Συνεπώς, το απόλυτο σφάλμα είναι:
∣∣∣
3
√
3

2π
− 3

4

∣∣∣ = 0.077 ≈ 8W

ενώ το σχετικό σφάλμα είναι (κατ’ απόλυτη τιμή) ίσο με
∣∣∣∣∣

3
√
3

2π − 3
4

3
√

3
2π

∣∣∣∣∣ = 0.093 ≈ 9W.
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(2) Ο τύπος του Simpson στο διάστημα [0, 1] είναι

∫ 1

0

f(x) dx ≈ 1− 0
2

[
1
3
f(0) +

4
3
f

(
1
2

)
+

1
3
f(1)

]
.

Όμως f
(
1
2

)
= +Qb π

6 =
√
3

2 , άρα

∫ 1

0

+Qb πx
3

dx ≈ 1
2

[
1
3
· 1 + 4

3
·
√
3
2

+
1
3
· 1
2

]
=

3 + 4
√
3

12
.

Τώρα το απόλυτο σφάλμα είναι:
∣∣∣
3
√
3

2π
− 3 + 4

√
3

12

∣∣∣ = 0.00036

ενώ το σχετικό σφάλμα είναι (κατ’ απόλυτη τιμή) ίσο με
∣∣∣∣∣

3
√

3
2π − 3+4

√
3

12

3
√
3

2π

∣∣∣∣∣ = 0.00043.
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(3) Ο σύνθετος κανόνας του τραπεζίου στα διαστήματα [0, 1
2 ] και [

1
2 , 1], είναι

∫ 1

0

f(x) dx ≈ 1
2

[
1
2
f(0) + f

(
1
2

)
+

1
2
f(1)

]

=
1
2

(
1
2
· 1 +

√
3
2

+
1
2
· 1
2

)
=

3 + 2
√
3

8
.

Τώρα το απόλυτο σφάλμα είναι

∣∣∣
3
√
3

2π
− 3 + 2

√
3

8

∣∣∣ = 0.019 ≈ 2W

ενώ το σχετικό σφάλμα είναι (κατ’ απόλυτη τιμή) ίσο με
∣∣∣∣∣

3
√

3
2π − 3+2

√
3

8

3
√

3
2π

∣∣∣∣∣ = 0.023 ≈ 2W
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Άσκηση 6
Θεωρήστε μια συνάρτηση f ∈ C3[0, 2], με f(0) = 1, f(1) = 1 και f(2) = 2.

1 Υπολογίστε το πολυώνυμο παρεμβολής p2(x), βαθμού ≤ 2, που παρεμβάλλεται στις
τιμές της f στα σημεία x0 = 0, x1 = 1 και x2 = 2.

2 Με τη βοήθεια του (1) υπολογίστε μια εκτίμηση του f(3/2).
3 Υπολογίστε μια εκτίμηση του f(3/2) χρησιμοποιώντας γραμμική παρεμβολή μεταξύ

δύο διαδοχικών σημείων.

Λύση. (Μορφή Νεύτωνα)

p2(x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)(x− x1) = a0 + a1x+ a2 x (x− 1).

Άρα

p2(0) = f(0) = 1 ⇔ a0 = 1.

p2(1) = f(1) = 1 ⇔ 1 + a1 · 1 = 1 ⇔ a1 = 0.

p2(2) = f(2) = 2 ⇔ 1 + a2 · 2 · 1 = 2 ⇔ a2 = 1/2.

Επομένως,

p2(x) = 1 +
1
2
x (x− 1).
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(2) Βρίσκουμε μια εκτίμηση του f(3/2) υπολογίζοντας την τιμή του πολυωνύμου
παρεμβολής στο x = 3/2:

p2
(3
2

)
= 1 +

1
2
· 3
2
·
(3
2
− 1

)
=

11
8
.

(3) Παρατηρούμε ότι το 3/2 ∈ [1, 2] άρα θα βρούμε το γραμμικό πολυώνυμο παρεμβολής
p1 που παρεμβάλλεται στις τιμές της f στα σημεία x0 = 1 και x1 = 2.

p1(x) = a0 + a1(x− 1). (Μορφή Νεύτωνα)

Άρα

p1(1) = f(1) = 1 ⇔ a0 = 1.

p2(2) = f(2) = 2 ⇔ 1 + a1 · 1 = 2 ⇔ a1 = 1.

Επομένως,

p1(x) = 1 + (x− 1) = x ⇒ p1
(3
2

)
=

3
2
.
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Άσκηση 7

Υπολογίστε μια προσέγγιση του
∫ π

0

bBMx dx με το σύνθετο τύπο του τραπεζίου με 4

υποδιαστήματα. Υπολογίστε την απόλυτη τιμή του σφάλματος.

Λύση. Καταρχάς, η ακριβής τιμή του ολοκληρώματος είναι
∫ π

0

bBMx dx = [− +Qbx]π0 = − +Qbπ + +Qb 0 = −(−1) + 1 = 2.

Χωρίζουμε το [0,π] σε 4 υποδιαστήματα μή-
κους h = π−0

4 = π
4 το καθένα, και ονομάζουμε

τα άκρα των υποδιαστημάτων ως εξής:

x0 = 0, x1 =
π
4
, x2 =

π
2
, x3 =

3π
4
, x4 = π.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

−0.5

0

0.5

1

1.5

π/4 3π/4π/2
π

sin x
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Τότε ο σύνθετος τύπος του τραπεζίου είναι
∫ π

0

bBMx dx ≈ h
(

1
2f(x0) + f(x1) + f(x2) + f(x3) + 1

2f(x4)
)

=
π
4

(
1
2 bBM 0 + bBM π

4
+ bBM π

2
+ bBM 3π

4
+ 1

2 bBMπ
)

=
π
4

(
0 +

√
2
2

+ 1 +

√
2
2

+ 0
)
=

(1 +
√
2)π

4
≈ 1.896.

Το απόλυτο σφάλμα είναι
∣∣∣2−

(1 +
√
2)π

4

∣∣∣ = 0.104

ενώ το σχετικό σφάλμα είναι (κατ’ απόλυτη τιμή) ίσο με
∣∣∣∣∣
2− (1+

√
2)π

4

2

∣∣∣∣∣ = 0.0519 ≈ 5W
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Άσκηση 8

Υπολογίστε το πλήθος των κόμβων που πρέπει να πάρουμε για να προσεγγίσουμε το
ολοκλήρωμα

∫ π

0
bBMx dx με το σύνθετο τύπο του τραπεζίου για έναν ομοιόμορφο διαμερισμό

του διαστήματος [0,π] με σφάλμα ≤ 10−6.

Λύση. Γνωρίζουμε ότι αν η συνάρτηση f ∈ C2[a, b], τότε η εκτίμηση του σφάλματος
|I(f)−QT

n+1(f)| για το σύνθετο τύπο του τραπεζίου δίνεται από τον τύπο:

|I(f)−QT
n+1(f)| ≤

b− a
12

h2 K�t
a≤x≤b

|f ′′(x)|. (10)

Εδώ
f(x) = bBMx, a = 0, b = π, h =

π − 0
n

⇒ h =
π
n
,

όπου n είναι το πλήθος των υποδιαστημάτων στα οποία χωρίζουμε το διάστημα [0,π].
Άρα αρκεί να απαιτήσουμε

π
12

(π
n

)2
K�t

0≤x≤π
|f ′′(x)| ≤ 10−6. (11)
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Όμως f(x) = bBMx ⇒ f ′(x) = +Qbx ⇒ f ′′(x) = − bBMx. Επομένως

|f ′′(x)| = |− bBMx| = | bBMx| ≤ 1, για κάθε x ∈ [0,π],

οπότε από την (11) έχουμε

π
12

(π
n

)2
K�t

0≤x≤π
|f ′′(x)| ≤ π3

12n2
· 1 ≤ 10−6 ⇒ n2 ≥ π3

12
· 106

⇒ n ≥
√

π3

12
· 103 ≈ 1607.44

Άρα αρκεί να πάρουμε n = 1608 υποδιαστήματα, επομένως 1609 κόμβους.
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Άσκηση 9

Δίνονται οι ακόλουθες τιμές μιας συνάρτησης f :

x 1 1.25 1.5 1.75 2
f(x) 10 8 7 6 5

1 Υπολογίστε μια προσεγγίση του ολοκληρώματος
∫ 2

1
f(x) dx με το σύνθετο τύπο του

τραπεζίου.

2 Υπολογίστε μια προσεγγίση του ολοκληρώματος
∫ 2

1
f(x) dx με το σύνθετο τύπο του

Simpson.
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Λύση

1 Εδώ το το διάστημα [1, 2] χωρίζεται σε 4 υποδιαστήματα μήκους h = 0.25 το καθένα.
Τότε ο σύνθετος τύπος του τραπεζίου είναι

∫ 2

1

f(x) dx ≈ h
(

1
2f(1) + f(1.25) + f(1.5) + f(1.75) + 1

2f(2)
)

=
1
4

(
1
2 · 10 + 8 + 7 + 6 + 1

2 · 5
)
= 7.125.

2 Για να υπολογίσουμε μια προσεγγίση του ολοκληρώματος
∫ 2

1
f(x) dx με το σύνθετο

τύπο του Simpson, έχουμε και πάλι τα 4 προηγούμενα υποδιαστήματα μήκους h = 0.25
το καθένα, και εφαρμόζουμε τον τύπο του Simpson στα υποδιαστήματα [1, 1.5] και
[1.5, 2], οπότε

∫ 2

1

f(x) dx ≈ h
3

(
f(1) + 4f(1.25) + 2f(1.5) + 4f(1.75) + f(2)

)

=
1
12

(
10 + 4 · 8 + 2 · 7 + 4 · 6 + 5

)
=

85
12

≈ 7.083.
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Άσκηση 10

Βρείτε μια εκτίμηση της απόλυτης τιμής του σφάλματος που θα προκύψει αν προσεγγίσουμε
το ολοκλήρωμα

∫ 5

2
bBMx dx με το σύνθετο τύπο του τραπεζίου για έναν ομοιόμορφο

διαμερισμό με βήμα h = 0.01.

Δ.Α. Μητσούδης Αριθμητική Ανάλυση 66 / 67



Λύση

Γνωρίζουμε ότι αν η f ∈ C2[a, b], τότε μια εκτίμηση του σφάλματος |I(f)−QT
n+1(f)| για

τον σύνθετο τύπο του τραπεζίου δίνεται από τον τύπο:

|I(f)−QT
n+1(f)| ≤

b− a
12

h2 K�t
a≤x≤b

|f ′′(x)|.

Εδώ
f(x) = bBMx, a = 2, b = 5, h =

1
100

.

Επομένως f ′(x) = +Qbx ⇒ f ′′(x) = − bBMx, και άρα

|f ′′(x)| = |− bBMx| = | bBMx| ≤ 1, για κάθε x ∈ [2, 5].

Άρα για το σφάλμα έχουμε την εκτίμηση

|I(f)−QT
n+1(f)| ≤

5− 2
12

( 1
100

)2 · 1 ≤ 1
4
· 10−4.
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