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(... συνέχεια)
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Προβλήματα συνοριακών τιμών (Π.Σ.Τ.) δύο σημείων

Θεωρούμε τη Συνήθη Διαφορική Εξίσωση (ΣΔΕ) για την άγνωστη συνάρτηση y στο διάστημα
(a, b)

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = g(x), x ∈ (a, b), (1)

με τις συνοριακές συνθήκες (σ.σ.)

y(a) = y0, y(b) = y1. (2)

Δηλαδή, αναζητούμε μια συνάρτηση y(x) που α) ικανοποιεί τη ΣΔΕ (1), και β) παίρνει τις
προκαθορισμένες τιμές y0 και y1 στα άκρα του διαστήματος a και b, αντίστοιχα.
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Το μη ομογενές Π.Σ.Τ. (1), (2), έχει ένα αντίστοιχο ομογενές πρόβλημα:

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0, (3)

y(a) = 0, y(b) = 0. (4)

Φυσικά, το πρόβλημα αυτό έχει πάντα τη λύση y ≡ 0, ανεξάρτητα από το τι είναι οι p(x) και
q(x).

Επομένως έχει νόημα να εξετάσουμε κατά πόσον υπάρχουν και άλλες λύσεις εκτός της
μηδενικής.
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Παράδειγμα 1

Θεωρήστε το Π.Σ.Τ.
y′′ + 2y = 0, y(0) = 1, y(π) = 0.

Γενική λύση της Δ.Ε.:
y(x) = c1 +Qb(

√
2x) + c2 bBM(

√
2x).

Επιπλέον,

y(0) = 1 ⇒ c1 = 1.

y(π) = 0 ⇒ c1 +Qb(
√
2π) + c2 bBM(

√
2π) = 0

c1=1⇒ c2 = − +Qi(
√
2π)

Άρα το Π.Σ.Τ. έχει μοναδική λύση

y(x) = +Qb(
√
2x)− +Qi(

√
2π) bBM(

√
2x).
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Παράδειγμα 2

Θεωρήστε το Π.Σ.Τ.

y′′ + y = 0, y(0) = 1, y(π) = α, α δοθείς αριθμός.

Γενική λύση της Δ.Ε.:
y(x) = c1 +Qbx+ c2 bBMx.

Επιπλέον,

y(0) = 1 ⇒ c1 = 1.

y(π) = α ⇒ −c1 = α.

Επομένως,

αν α ̸= −1 οι δύο συνθήκες είναι ασύμβατες, επομένως το Π.Σ.Τ. δεν έχει λύση.

Αν όμως α = −1, τότε ικανοποιούνται και οι δύο συνθήκες ανεξάρτητα της τιμής του
c2. Οπότε το Π.Σ.Τ. έχει άπειρες λύσεις της μορφής:

y(x) = +Qbx+ c2 bBMx.
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Παράδειγμα 3 (ομογενές αντίστοιχο του Παραδ. 1)

Θεωρήστε το Π.Σ.Τ.
y′′ + 2y = 0, y(0) = 0, y(π) = 0.

Γενική λύση της Δ.Ε.:
y(x) = c1 +Qb(

√
2x) + c2 bBM(

√
2x).

Τώρα,

y(0) = 0 ⇒ c1 = 0.

y(π) = 0 ⇒ c2 bBM(
√
2π) = 0 ⇒ c2 = 0. (Επειδή bBM(

√
2π) ̸= 0.)

Άρα το Π.Σ.Τ. έχει μοναδική λύση τη μηδενική.
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Παράδειγμα 4 (ομογενές αντίστοιχο του Παραδ. 2)

Θεωρήστε το Π.Σ.Τ.
y′′ + y = 0, y(0) = 0, y(π) = 0.

Γενική λύση της Δ.Ε.:
y(x) = c1 +Qbx+ c2 bBMx.

Επιπλέον,

y(0) = 0 ⇒ c1 = 0.

y(π) = 0 ⇒ c2 bBMπ︸︷︷︸
=0

= 0.

Άρα η δεύτερη σ.σ. ικανοποιείται ανεξάρτητα της τιμής του c2.

Επομένως το Π.Σ.Τ. έχει άπειρες λύσεις της μορφής:

y(x) = c2 bBMx.
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Παρατήρηση

Τα Παραδείγματα 1–4 μας δίνουν μια ένδειξη ότι η σχέση μεταξύ ομογενών και μη ομογενών
γραμμικών Π.Σ.Τ. είναι η ίδια με τη σχέση μεταξύ ομογενών και μη ομογενών γραμμικών
(αλγεβρικών) συστημάτων.

Συγκεκριμένα, είδαμε ότι το μη ομογενές Π.Σ.Τ. του Παραδείγματος 1 έχει μοναδική λύση, ενώ
το αντίστοιχο ομογενές πρόβλημα του Παραδείγματος 3 έχει μόνο τη μηδενική λύση.

Το μη ομογενές Π.Σ.Τ. του Παραδείγματος 2 είτε δεν έχει λύση ή έχει άπειρες λύσεις, ενώ το
αντίστοιχο ομογενές πρόβλημα του Παραδείγματος 4 έχει και άλλες λύσεις εκτός από τη
μηδενική.
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Προβλήματα ιδιοτιμών

Θεωρήστε το Π.Σ.Τ. {
y′′ + λy = 0, x ∈ (0,π)

y(0) = 0, y(π) = 0.
(5)

Οι τιμές του λ για τις οποίες προκύπτουν μη τετριμμένες λύσεις του Π.Σ.Τ. (5) λέγονται
ιδιοτιμές και οι αντίστοιχες μη τετριμμένες λύσεις λέγονται ιδιοσυναρτήσεις.

Θα διακρίνουμε περιπτώσεις για το λ.
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1η περίπτωση: λ < 0

Έστω λ = −µ2 < 0.

Γενική λύση της Δ.Ε.:
y(x) = c1e

µx + c2e
−µx.

Επιπλέον,

y(0) = 0 ⇒ c1 + c2 = 0.

y(π) = 0 ⇒ c1e
µπ + c2e

−µπ = 0
c2=−c1⇒ c1

(
eµπ − e−µπ

)
= 0.

Επειδή µ ̸= 0 θα πρέπει αναγκαστικά c1 = 0 άρα και c2 = 0.

Άρα το πρόβλημα (5) δεν έχει αρνητικές ιδιοτιμές.
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2η περίπτωση: λ = 0

Έστω λ = 0.

Γενική λύση της Δ.Ε.:
y(x) = c1x+ c2.

Επιπλέον,

y(0) = 0 ⇒ c2 = 0.

y(π) = 0 ⇒ c1 π + c2 = 0
c2=0⇒ c1 = 0.

Άρα το λ = 0 δεν είναι ιδιοτιμή του προβλήματος (5).

Δ.Α. Μητσούδης Αριθμητική επίλυση Δ.Ε. 11 / 52

3η περίπτωση: λ > 0

Έστω λ = µ2 > 0 (για µ > 0).

Γενική λύση της Δ.Ε.:
y(x) = c1 +Qb(µx) + c2 bBM(µx).

Επιπλέον,

y(0) = 0 ⇒ c1 = 0.

y(π) = 0 ⇒ c2 bBM(µπ) = 0.

Επειδή αναζητούμε μη τετριμμένες λύσεις θα πρέπει c2 ̸= 0, επομένως θα πρέπει

bBM(µπ) = 0 ⇔ µπ = nπ, n ∈ Z.

Οι αντίστοιχες τιμές του λ είναι

λn = n2, n = 1, 2, . . . , (ιδιοτιμές)

ενώ οι αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις είναι:

yn = bBM(nx), n = 1, 2, . . . .
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Συμπεράσματα

Δείξαμε ότι το Π.Σ.Τ. (5) έχει μια άπειρη ακολουθία θετικών ιδιοτιμών λn = n2, n = 1, 2, . . .,
με αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις yn = bBM(nx), n = 1, 2, . . ..

Φυσικά, απομένει η περίπτωση το πρόβλημα να έχει μιγαδικές ιδιοτιμές. Παρόλα αυτά το
πρόβλημα (5) ανήκει σε μια γενικότερη κατηγορία προβλημάτων (προβλήματα τύπου
Sturm-Liouville) για τα οποία μπορούμε να αποδείξουμε ότι όλες οι ιδιοτιμές τους είναι
πραγματικές.

Άσκηση:

Αποδείξτε ότι οι ιδιοτιμές και οι ιδιοσυναρτήσεις του Π.Σ.Τ.

y′′ + λy = 0, y(0) = 0, y(L) = 0. (6)

δίνονται από τους τύπους

λn = n2π2/L2, yn(x) = bBM(nπx/L), n = 1, 2, 3, . . . .
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Σειρές Fourier

Γενικώς μπορούμε να λύσουμε πολλά προβλήματα ΜΔΕ υπό την προϋπόθεση ότι μπορούμε
να εκφράσουμε μια δοθείσα συνάρτηση ως άπειρο άθροισμα τριγωνομετρικών συναρτήσεων
(ημιτόνων ή/και συνημιτόνων).

Θεωρούμε μια σειρά της μορφής:

a0

2
+

∞∑

m=1

(
am +Qb mπx

L
+ bm bBM mπx

L

)
.

Στα σημεία που η σειρά αυτή συγκλίνει, ορίζεται μια συνάρτηση f που η τιμή της σε κάθε
σημείο x είναι το άθροισμα της σειράς για τη δεδομένη αυτή τιμή του x. Τότε η σειρά αυτή
λέγεται σειρά Fourier της f .

Θέλουμε να δούμε τι είδους συναρτήσεις μπορούν να αναπαρασταθούν μέσω σειρών Fourier
και να βρούμε έναν τρόπο υπολογισμού των συντελεστών της σειράς όταν μας δίνεται μια
συγκεκριμένη συνάρτηση f .

Για το σκοπό αυτό θα πρέπει να μελετήσουμε συγκεκριμένες ιδιότητες των τριγωνομετρικών
συναρτήσεων bBM(mπx/L) και +Qb(mπx/L).
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Περιοδικότητα των συναρτήσεων bBM(mπx/L) και +Qb(mπx/L)

Υπενθύμιση: Μια συνάρτηση f λέγεται περιοδική με
περίοδο T > 0, αν το πεδίο ορισμού της περιέχει
το x+ T όταν περιέχει το x και, επιπλέον,

f(x+ T ) = f(x). (∗)
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We begin with a series of the form

a0

2
+

∞∑

m=1

(
am cos

mπx
L

+ bm sin
mπx

L

)
. (1)

On the set of points where the series (1) converges, it defines a function f , whose
value at each point is the sum of the series for that value of x. In this case the series
(1) is said to be the Fourier series for f . Our immediate goals are to determine what
functions can be represented as a sum of a Fourier series and to find some means of
computing the coefficients in the series corresponding to a given function. The first
term in the series (1) is written as a0/2 rather than simply as a0 to simplify a formula
for the coefficients that we derive below. Besides their association with the method
of separation of variables and partial differential equations, Fourier series are also
useful in various other ways, such as in the analysis of mechanical or electrical systems
acted on by periodic external forces.

Periodicity of the Sine and Cosine Functions. To discuss Fourier series, it is necessary to de-
velop certain properties of the trigonometric functions sin(mπx/L) and cos(mπx/L),
where m is a positive integer. The first property is their periodic character. A function
f is said to be periodic with period T > 0 if the domain of f contains x+ T whenever
it contains x, and if

f (x+ T) = f (x) (2)

for every value of x. An example of a periodic function is shown in Figure 10.2.1. It
follows immediately from the definition that if T is a period of f , then 2T is also a
period, and so indeed is any integral multiple of T . The smallest value of T for which
Eq. (2) holds is called the fundamental period of f . A constant function is a periodic
function with an arbitrary period but no fundamental period.

x

y

T

2T
FIGURE 10.2.1 A periodic function.

If f and g are any two periodic functions with common period T , then their product
fg and any linear combination c1f + c2g are also periodic with period T . To prove
the latter statement, let F(x) = c1f (x) + c2g(x); then for any x

F(x+ T) = c1f (x+ T) + c2g(x+ T) = c1f (x) + c2g(x) = F(x). (3)

Η μικρότερη τιμή της T για την οποία ισχύει η (∗) λέγεται θεμελιώδης περίοδος της f .

Οι συναρτήσεις bBM(mπx/L) και +Qb(mπx/L), m = 1, 2, 3, . . ., είναι περιοδικές με
θεμελιώδη περίοδο

T =
2L
m

.
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Ορθογωνιότητα των συναρτήσεων bBM(mπx/L) και +Qb(mπx/L)

Υπενθύμιση: Ορίζουμε ως εσωτερικό γινόμενο δύο πραγματικών συναρτήσεων u και
v στο διάστημα [a, b] τον αριθμό:

(u, v) :=

∫ b

a

u(x)v(x) dx.

Οι συναρτήσεις u και v θα λέγονται ορθογώνιες στο διάστημα [a, b] αν το εσωτερικό
τους γινόμενο είναι ίσο με 0, δηλ.

(u, v) = 0 ⇔
∫ b

a

u(x)v(x) dx = 0.

Ένα σύνολο συναρτήσεων θα λέγεται ορθογώνιο, αν κάθε διακεκριμένο ζεύγος συναρτήσεων
του συνόλου αυτού είναι ορθογώνιο.
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Ορθογωνιότητα των συναρτήσεων bBM(mπx/L) και +Qb(mπx/L)

Οι συναρτήσεις bBM(mπx/L) και +Qb(mπx/L),m = 1, 2, 3, . . ., αποτελούν ένα ορθογώνιο
σύνολο συναρτήσεων στο διάστημα [−L,L].

Συγκεκριμένα, ικανοποιούν τις ακόλουθες σχέσεις ορθογωνιότητας:

∫ L

−L

+Qb mπx
L

+Qb nπx
L

dx =

{
0, m ̸= n

L, m = n
∫ L

−L

+Qb mπx
L

bBM nπx
L

dx = 0 για κάθε m,n

∫ L

−L

bBM mπx
L

bBM nπx
L

dx =

{
0, m ̸= n

L, m = n

(Η απόδειξη των σχέσεων αυτών γίνεται με απ’ ευθείας ολοκλήρωση.)
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Υπολογισμός των συντελεστών am, bm – Τύποι Euler-Fourier
Έστω ότι η σειρά συγκλίνει και

f(x) =
a0

2
+

∞∑

m=1

(
am +Qb mπx

L
+ bm bBM mπx

L

)
. (7)

Θα συσχετίσουμε τους συντελεστές am, bm με την f με τη βοήθεια των προηγούμενων
σχέσεων ορθογωνιότητας.

Πολλαπλασιάζουμε και τα δύο μέλη της (7) επί +Qb nπx
L , με n > 0 συγκεκριμένο ακέραιο, και

στη συνέχεια ολοκληρώνουμε ως προς x από −L έως L.

Υποθέτουμε ότι επιτρέπεται να εναλλάξουμε τη σειρά των αθροισμάτων με τα
ολοκληρώματα, οπότε έχουμε

∫ L

−L

f(x) +Qb nπx
L

dx =
a0

2

∫ L

−L

+Qb nπx
L

dx

︸ ︷︷ ︸
=0

+
∞∑

m=1

am

∫ L

−L

+Qb mπx
L

+Qb nπx
L

dx

︸ ︷︷ ︸
=L, ανm=n, =0, ανm ̸=n

+
∞∑

m=1

bm

∫ L

−L

bBM mπx
L

+Qb nπx
L

dx

︸ ︷︷ ︸
=0

.
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∴
∫ L

−L

f(x) +Qb nπx
L

dx = Lan ⇒ an =
1
L

∫ L

−L

f(x) +Qb nπx
L

dx, n ≥ 1.

Για να βρούμε το a0 ολοκληρώνουμε την (7) ως προς x από −L έως L:

∫ L

−L

f(x) dx =
a0

2

∫ L

−L

dx

︸ ︷︷ ︸
=2L

+
∞∑

m=1

am

∫ L

−L

+Qb mπx
L

dx

︸ ︷︷ ︸
=0

+
∞∑

m=1

bm

∫ L

−L

bBM mπx
L

dx

︸ ︷︷ ︸
=0

.

∴ a0 =
1
L

∫ L

−L

f(x) dx.
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Άρα

an =
1
L

∫ L

−L

f(x) +Qb nπx
L

dx, n = 0, 1, 2, . . .. (8)

Ανάλογα αποδεικνύεται ότι:

bn =
1
L

∫ L

−L

f(x) bBM nπx
L

dx, n = 1, 2, 3 . . .. (9)
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Παράδειγμα

Έστω ότι ∃ σειρά Fourier που συγκλίνει στην f :

f(x) =

{
−x, −2 ≤ x < 0

x, 0 ≤ x < 2
, f(x+ 4) = f(x).
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10.2 Fourier Series 589
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FIGURE 10.2.2 Triangular wave.

For m > 0, Eq. (13) yields

am = 1
2

∫ 0

−2
(−x) cos

mπx
2

dx + 1
2

∫ 2

0
xcos

mπx
2

dx.

These integrals can be evaluated through integration by parts, with the result that

am = 1
2

[

− 2
mπ

x sin
mπx

2
−

(
2

mπ

)2

cos
mπx

2

] ∣∣∣∣∣∣

0

−2

+ 1
2

[
2

mπ
x sin

mπx
2

+
(

2
mπ

)2

cos
mπx

2

] ∣∣∣∣∣∣

2

0

= 1
2

[

−
(

2
mπ

)2

+
(

2
mπ

)2

cos mπ +
(

2
mπ

)2

cos mπ −
(

2
mπ

)2
]

= 4
(mπ)2

(cos mπ − 1), m = 1, 2, . . .

=
{

−8/(mπ)2, m odd,

0, m even.
(18)

Finally, from Eq. (14) it follows in a similar way that

bm = 0, m = 1, 2, . . . . (19)

By substituting the coefficients from Eqs. (17), (18), and (19) in the series (16), we obtain the
Fourier series for f :

f (x) = 1 − 8
π2

(
cos

πx
2

+ 1
32

cos
3πx

2
+ 1

52
cos

5πx
2

+ · · ·
)

= 1 − 8
π2

∞∑

m=1,3,5,...

cos(mπx/2)

m2

= 1 − 8
π2

∞∑

n=1

cos(2n − 1)πx/2
(2n − 1)2

. (20)

Προσδιορίστε τους συντελεστές της σειράς αυτής.

Η σειρά Fourier θα έχει τη μορφή:

f(x) =
a0

2
+

∞∑

m=1

(
am +Qb mπx

2
+ bm bBM mπx

2

)
.
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Για το συντελεστή a0 έχουμε:

a0 =
1
2

∫ 2

−2

f(x) dx =
1
2

∫ 0

−2

f(x) dx+
1
2

∫ 2

0

f(x) dx

=
1
2

∫ 0

−2

(−x) dx+
1
2

∫ 2

0

x dx = 1 + 1 = 2.

Για τους συντελεστές am,m > 0, έχουμε:

am =
1
2

∫ L

−L

f(x) +Qb mπx
2

dx

=
1
2

∫ 0

−2

f(x) +Qb mπx
2

dx+
1
2

∫ 2

0

f(x) +Qb mπx
2

dx

=
1
2

∫ 0

−2

(−x) +Qb mπx
2

dx+
1
2

∫ 2

0

x +Qb mπx
2

dx

...

=

{
− 8

(mπ)2
, ανm περιττός

0, ανm άρτιος
.
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Για τους συντελεστές bm,m > 0, προκύπτει ότι bm = 0.

Άρα η σειρά Fourier θα έχει τη μορφή:

f(x) = 1− 8
π2

(
+Qb πx

2
+

1
32

+Qb 3πx
2

+
1
52

+Qb 5πx
2

+ · · ·
)

= 1− 8
π2

∞∑

m=1,3,5,...

1
m2

+Qb mπx
2

= 1− 8
π2

∞∑

n=1

1
(2n− 1)2

+Qb (2n− 1)πx
2

Ακολουθία μερικών αθροισμάτων:

sm(x) = 1− 8
π2

m∑

n=1

+Qb (2n−1)πx
2

(2n− 1)2
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10.2 Fourier Series 591

E X A M P L E

3

Consider again the function in Example 1 and its Fourier series (20). Investigate the speed
with which the series converges. In particular, determine how many terms are needed so that
the error is no greater than 0.01 for all x .

The mth partial sum in this series

sm(x ) = 1 − 8
π2

m∑

n=1

cos(2n − 1)πx/2
(2n − 1)2

(27)

can be used to approximate the function f . The coefficients diminish as (2n − 1)−2, so the series
converges fairly rapidly. This is borne out by Figure 10.2.4, where the partial sums for m = 1
and m = 2 are plotted. To investigate the convergence in more detail, we can consider the error
em(x ) = f (x ) − sm(x ). Figure 10.2.5 shows a plot of |e6(x )| versus x for 0 ≤ x ≤ 2. Observe that
|e6(x )| is greatest at the points x = 0 and x = 2 where the graph of f (x ) has corners. It is more
difficult for the series to approximate the function near these points, resulting in a larger error
there for a given m. Similar graphs are obtained for other values of m.

y

2

m = 2

m = 1

–4 –2

2

4 x
FIGURE 10.2.4 Partial sums in the Fourier series, Eq. (20), for the triangular wave.

x

0.025

0.020

0.015

0.010

0.005

e6 (x)

0.030

0.035

1.51 20.5

FIGURE 10.2.5 Plot of |e6(x )| versus x for the triangular wave.

Once you realize that the maximum error always occurs at x = 0 or x = 2, you can obtain
a uniform error bound for each m simply by evaluating |em(x )| at one of these points. For
example, for m = 6 we have e6(2) = 0.03370, so |e6(x )| < 0.034 for 0 ≤ x ≤ 2 and consequently
for all x . Table 10.2.1 shows corresponding data for other values of m; these data are plotted
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Υπενθύμιση

Ορισμός
Μια συνάρτηση f λέγεται κατά τμήματα συνεχής σε ένα κλειστό διάστημα I = [a, b], αν το
διάστημα I μπορεί να διαμεριστεί από ένα πεπερασμένο πλήθος σημείων
a = x0 < x1 < · · · < xn = b έτσι ώστε:

Η f να είναι συνεχής σε κάθε (xi−1, xi), i = 1, 2, . . . , n.

Η f να τείνει σε πεπερασμένο όριο καθώς τα άκρα κάθε υποδιαστήματος
προσεγγίζονται από το εσωτερικό του υποδιαστήματος.

x

y

a b
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Το θεώρημα σύγκλισης Fourier

Θεώρημα
Έστω ότι οι f και f ′ είναι κατά τμήματα συνεχείς στο διάστημα [−L,L].

Επιπλέον, υποθέτουμε ότι η f ορίζεται εκτός του διαστήματος [−L,L] έτσι ώστε να είναι
περιοδική με περίοδο 2L.

Τότε η f έχει τη σειρά Fourier

f(x) =
a0

2
+

∞∑

m=1

(
am +Qb mπx

L
+ bm bBM mπx

L

)
. (10)

με συντελεστές που δίνονται από τις εξισώσεις (8) και (9).

Η σειρά Fourier

συγκλίνει στην f(x) σε όλα τα σημεία στα οποία η f είναι συνεχής,

ενώ συγκλίνει στην τιμή
(
f(x+) + f(x−)

)
/2 σε όλα τα σημεία στα οποία η f είναι

ασυνεχής.
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Υπενθύμιση

Ορισμός: Μια συνάρτηση f λέγεται άρτια
αν το πεδίο ορισμού της περιέχει το σημείο
−x όταν περιέχει το x και

f(−x) = f(x).

H f λέγεται περιττή αν το πεδίο ορισμού
της περιέχει το σημείο−x όταν περιέχει το
x και

f(−x) = −f(x).

x

x

y

y
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Ιδιότητες άρτιων & περιττών συναρτήσεων

1 Το άθροισμα (διαφορά) και το γινόμενο (πηλίκο) δύο άρτιων συναρτήσεων είναι άρτια
συνάρτηση.

2 Το άθροισμα (διαφορά) δύο περιττών συναρτήσεων είναι περιττή συνάρτηση.

3 Το γινόμενο (πηλίκο) δύο περιττών συναρτήσεων είναι άρτια συνάρτηση.

4 Το άθροισμα (διαφορά) μιας άρτιας και μιας περιττής συνάρτησης δεν είναι ούτε άρτια
ούτε περιττή συνάρτηση, ενώ το γινόμενο (πηλίκο) μιας άρτιας και μιας περιττής
συνάρτησης είναι περιττή συνάρτηση.

5 Αν η f είναι άρτια συνάρτηση τότε
∫ L

−L

f(x) dx = 2

∫ L

0

f(x) dx.

6 Αν η f είναι περιττή συνάρτηση τότε
∫ L

−L

f(x) dx = 0.
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Συνημιτονική σειρά Fourier

Έστω ότι οι f και f ′ είναι κατά τμήματα συνεχείς στο διάστημα [−L,L] και ότι η f είναι
άρτια περιοδική συνάρτηση με περίοδο 2L.

Τότε η f(x) +Qb(nπx/L) είναι άρτια και η f(x) bBM(nπx/L) είναι περιττή.
Άρα οι συντελεστές Fourier της f ικανοποιούν:

an =
2
L

∫ L

0

f(x) +Qb nπx
L

dx, n = 0, 1, 2, . . . , και bn = 0, n = 1, 2, . . .

Επομένως, αν η f είναι άρτια, τότε έχει τη σειρά Fourier

f(x) =
a0

2
+

∞∑

n=1

an +Qb nπx
L

.
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Ημιτονική σειρά Fourier

Έστω ότι οι f και f ′ είναι κατά τμήματα συνεχείς στο διάστημα [−L,L] και ότι η f είναι
περιττή περιοδική συνάρτηση με περίοδο 2L.

Τότε η f(x) +Qb(nπx/L) είναι περιττή και η f(x) bBM(nπx/L) είναι άρτια.
Άρα οι συντελεστές Fourier της f ικανοποιούν:

an = 0, n = 0, 1, 2, . . . , και bn =
2
L

∫ L

0

f(x) bBM nπx
L

dx, n = 1, 2, . . .

Επομένως, αν η f είναι περιττή, τότε έχει τη σειρά Fourier

f(x) =
∞∑

n=1

bn bBM nπx
L

.
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Επίλυση της κυματικής εξίσωσης
με τη μέθοδο του χωρισμού μεταβλητών
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Πρόβλημα αρχικών/συνοριακών τιμών για την κυματική εξίσωση

Θεωρούμε το πρόβλημα αρχικών/συνοριακών τιμών:

utt = c2uxx, 0 < x < L, t > 0 (11)

u(x, 0) = f(x), 0 < x < L (αρχική συνθήκη) (12)

ut(x, 0) = g(x), 0 < x < L (αρχική συνθήκη) (13)

u(0, t) = u(L, t) = 0, t > 0 (συνοριακές συνθήκες τύπου Dirichlet) (14)

Υποθέτουμε ότι: u(x, t) = X(x)T (t).

Τότε ut = XT ′ (όπου T ′ = dT
dt ) και utt = XT ′′

Ανάλογα, uxx = X ′′T
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Αντικαθιστούμε στην (11) και έχουμε:

XT ′′ = c2X ′′T.

Διαιρούμε και τα δύο μέλη με c2XT και παίρνουμε:

1
c2

T ′′

T︸ ︷︷ ︸
συναρτ. του t

=
X ′′

X︸︷︷︸
συναρτ. του x

= −λ (σταθερά διαχωρισμού)

Άρα

X ′′ + λX = 0, 0 < x < L

T ′′ + λc2T = 0, t > 0.

Από τις συνορ. συνθ. (14) έχουμε
{
u(0, t) = X(0)T (t) = 0

u(L, t) = X(L)T (t) = 0
, ισχύουν για κάθε t ⇒ X(0) = 0 καιX(L) = 0.
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Επομένως, καταλήγουμε στο πρόβλημα συνοριακών τιμών δύο σημείων:
{
X ′′ + λX = 0, 0 < x < L

X(0) = X(L) = 0

Το πρόβλημα αυτό είναι το πρόβλημα (6) προηγούμενης άσκησης στην οποία είδαμε ότι οι
ιδιοτιμές και οι ιδιοσυναρτήσεις του δίνονται από τους τύπους:

λn =
n2π2

L2
, Xn(x) = bBM nπx

L
, n = 1, 2, 3, . . . .

Στη συνέχεια λύνουμε την εξίσωση:

T ′′ + λnc
2T = 0 ⇔ T ′′ +

(nπc
L

)2
T = 0, n = 1, 2, 3, . . ..

Η γενική της λύση είναι:

Tn(t) = An +Qb
(nπct

L

)
+Bn bBM

(nπct
L

)
.
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Επομένως, οι συναρτήσεις

un(x, t) = Xn(x)Tn(t) =
[
An +Qb

(nπct
L

)
+Bn bBM

(nπct
L

)]
bBM nπx

L

είναι λύσεις της κυματικής εξ. (11), που ικανοποιούν τις σ.σ. (14).

Τώρα, λόγω της γραμμικότητας του προβλήματος, θα έχουμε ότι και κάθε γραμμικός
συνδυασμός των λύσεων αυτών θα είναι επίσης λύση. Άρα (τουλάχιστον τυπικά) η σειρά

∞∑

n=1

Cnun(x, t)

είναι επίσης λύση.

Ας υποθέσουμε ότι η σειρά αυτή συγκλίνει. Τότε

u(x, t) =
∞∑

n=1

[
an +Qb

(nπct
L

)
+ bn bBM

(nπct
L

)]
bBM nπx

L
. (15)
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Θέλουμε η u να είναι λύση του προβλήματος (11)–(14). Άρα πρέπει να ικανοποιεί και τις
αρχικές συνθήκες, δηλ.

u(x, 0) =
∞∑

n=1

an bBM nπx
L

= f(x)

ut(x, 0) =
∞∑

n=1

nπc
L

bn bBM nπx
L

= g(x)
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Άρα οι σταθερές an και bn πρέπει να είναι τέτοιες ώστε να ικανοποιούνται οι προηγούμενες
σχέσεις. Αν υποθέσουμε ότι οι συναρτήσεις f και g αναπτύσσονται σε σειρά Fourier
καταλήγουμε ότι:

an =
2
L

∫ L

0

f(x) bBM nπx
L

dx, n = 1, 2, 3, . . . (16)

bn =
2

nπc

∫ L

0

g(x) bBM nπx
L

dx, n = 1, 2, 3, . . . (17)

Άρα η λύση του προβλήματος (11)–(14) δίνεται από την (15), όπου οι συντελεστές
an, bn δίνονται από τις (16) και (17), αντίστοιχα.
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Παρατήρηση

Αν g(x) = 0, τότε η (15) παίρνει την μορφή

u(x, t) =
∞∑

n=1

an +Qb
(nπct

L

)
bBM nπx

L︸ ︷︷ ︸
un(x,t)

.

Αν θέσουμε ω := πc/L, τότε

u1(x, t) = +Qbωt bBM πx
L

, όπου 0 <
πx
L

< π

u2(x, t) = +Qb 2ωt bBM 2πx
L

, όπου 0 <
2πx
L

< 2π

x0 L

0 L x

u1(x, t)

u2(x, t)

Δ.Α. Μητσούδης Αριθμητική επίλυση Δ.Ε. 37 / 52

Παράρτημα – Επανάληψη σε χρήσιμες έννοιες
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1. Ο τύπος του Taylor

Αν μια συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα κλειστό διάστημα I = [a, b], και έχει συνε-
χείς παραγώγους τάξης 1, 2, . . . , (n+ 1) στο I , τότε για κάθε x και ξ στο I ισχύει

f(x) = f(ξ)+f ′(ξ)(x−ξ)+ · · ·+ f (n)(ξ)
(n)!

(x−ξ)n+
f (n+1)(η)
(n+ 1)!

(x−ξ)n+1, (18)

όπου το η είναι ένας αριθμός μεταξύ των ξ και x (και εξαρτάται και από τους δύο).

Σε συμπαγή μορφή η (18) γράφεται ως εξής:

f(x) =
n∑

k=0

f (k)(ξ)
k!

(x− ξ)k + En+1, (19)

όπου ο όρος υπολοίπου En+1 δίνεται από την σχέση

En+1 =
f (n+1)(η)
(n+ 1)!

(x− ξ)n+1,

με η όπως παραπάνω.
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Αν στην (18) κάνουμε μια αλλαγή μεταβλητών βάζοντας στη θέση του x το x+ h και στη
θέση του ξ το x, καταλήγουμε στην ακόλουθη, ισοδύναμη, έκφραση του τύπου του Taylor.

Αν μια συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα κλειστό διάστημα I = [a, b], και έχει συνε-
χείς παραγώγους τάξης 1, 2, . . . , (n+ 1) στο I , τότε για κάθε x στο I ισχύει

f(x+ h) = f(x) + f ′(x)h+ · · ·+ f (n)(x)
(n)!

hn +
f (n+1)(η)
(n+ 1)!

hn+1

︸ ︷︷ ︸
En+1

, (20)

όπου το h είναι οποιοσδήποτε αριθμός τέτοιος ώστε x + h ∈ I , και η είναι ένας
αριθμός μεταξύ των x και x+ h.
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Ο όρος υπολοίπου En+1 εξαρτάται από το h με δύο τρόπους:

α) λόγω της ύπαρξης του όρου hn+1, και

β) επειδή το η εξαρτάται εν γένει από το h.

Καθώς το h τείνει προς το μηδέν, ο όρος En+1 συγκλίνει και αυτός προς το μηδέν,
ουσιαστικά τόσο γρήγορα όσο γρήγορα το hn+1 συγκλίνει στο μηδέν. Για να εκφράσουμε
αυτό το ποιοτικό αποτέλεσμα γράφουμε

En+1 = O(hn+1) καθώς h → 0.

Η γραφή αυτή λέγεται συμβολισμός του μεγάλου όμικρον και είναι συντομογραφία της
ανίσωσης

|En+1| ≤ C |h|n+1, όπου το C είναι σταθερά.

(Κάπως χονδρικά, θα μπορούσαμε να πούμε ότι η σχέση En+1 = O(hn+1) υποδηλώνει ότι
το En+1 έχει παρόμοια συμπεριφορά με την πολύ απλούστερη έκφραση hn+1.)
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Σημειώστε ότι, ουσιαστικά, η (20) αντιστοιχεί σε μια ακολουθία θεωρημάτων, ένα για κάθε
τιμή του n. Π.χ.,

n = 0 : f(x+ h) = f(x) + f ′(η1)h

= f(x) +O(h),

n = 1 : f(x+ h) = f(x) + f ′(x)h+
f ′′(η2)

2
h2

= f(x) + f ′(x)h+O(h2),

n = 2 : f(x+ h) = f(x) + f ′(x)h+
f ′′(x)

2
h2 +

f ′′′(η3)
6

h3

= f(x) + f ′(x)h+
f ′′(x)

2
h2 +O(h3).
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2. Διανυσματικοί χώροι

Ορισμός
Ένα V ̸= ∅ θα λέγεται πραγματικός διανυσματικός (ή γραμμικός) χώρος, και τα στοιχεία
του (ανεξάρτητα από τη φύση τους) θα λέγονται διανύσματα, αν ορίσουμε στον V δύο
αλγεβρικές πράξεις, τη διανυσματική πρόσθεση και το βαθμωτό πολλαπλασιασμόως εξής:

I. Η διανυσματική πρόσθεση αντιστοιχεί σε κάθε a, b ∈ V ένα μοναδικό διάνυσμα του V ,
που λέγεται άθροισμα των a και b και συμβολίζεται a+ b.

II. Ο βαθμωτός πολλαπλασιασμός αντιστοιχεί σε κάθε λ ∈ R και σε κάθε a ∈ V ένα
μοναδικό διάνυσμα του V , που λέγεται γινόμενο των λ και a και συμβολίζεται λa.

Από τις πράξεις αυτές απαιτούμε να ικανοποιούνται οι ακόλουθες ιδιότητες:
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2. Διανυσματικοί χώροι

Ορισμός (... συνέχεια)
Για οποιαδήποτε a, b, c ∈ V και οποιουσδήποτε λ, µ ∈ R πρέπει

1 a+ b = b+ a (αντιμεταθετική ιδιότητα).

2 a+ (b+ c) = (a+ b) + c (προσεταιριστική ιδιότητα).

3 Υπάρχει ένα μοναδικό «μηδενικό διάνυσμα» 0 τέτοιο ώστε a+ 0 = a.

4 Υπάρχει μοναδικό διάνυσμα του V που το συμβολίζουμε με −a έτσι ώστε
a+ (−a) = 0.

5 1 a = a.

6 (λµ)a = λ(µa).

7 λ(a+ b) = λa+ λb (επιμεριστική ιδιότητα).

8 (λ+ µ)a = λa+ µa (επιμεριστική ιδιότητα).

Αν τα βαθμωτά μεγέθη ανήκουν στο C λέμε ότι έχουμε έναν μιγαδικό δ.χ..
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2. Παραδείγματα διανυσματικών χώρων

1 Το σύνολο Rn αποτελεί έναν διανυσματικό χώρο.

2 Το σύνολο των n× n πινάκων με στοιχεία πραγματικούς αριθμούς αποτελεί έναν
διανυσματικό χώρο.

3 Το σύνολο όλων των πολυωνύμων βαθμού μικρότερου ή ίσου του n αποτελεί έναν
διανυσματικό χώρο.

4 Το σύνολο όλων των συνεχών πραγματικών συναρτήσεων f(x) που ορίζονται σε ένα
κλειστό διάστημα [a, b] αποτελεί έναν διανυσματικό χώρο.
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3. Χώροι με νόρμα (Normed spaces)

Ορισμός
ΈστωX ένας γραμμικός χώρος επί του συνόλου (σώματος)K = R ή C. Μια απεικόνιση

∥ · ∥ : X → R, x 0→ ∥x∥

ονομάζεται νόρμα, αν ισχύουν οι ακόλουθες ιδιότητες:
1 ∥x∥ " 0 ∀x ∈ X και ∥x∥ = 0 ⇒ x = 0.

2 ∥αx∥ = |α| ∥x∥, ∀x ∈ X και α ∈ K.
3 ∥x+ y∥ # ∥x∥+ ∥y∥, ∀x, y ∈ X . (Τριγωνική ανισότητα)

Ισχύει το ακόλουθο χρήσιμο λήμμα:

Λήμμα (Ανισότητα Cauchy-Schwarz)
Αν x1, x2, . . . , xn ∈ C και y1, y2, . . . , yn ∈ C, τότε

∣∣∣∣∣

n∑

i=1

xi yi

∣∣∣∣∣

2

#
(

n∑

i=1

|xi|2
)(

n∑

i=1

|yi|2
)
, (21)

(όπου με z συμβολίζουμε το συζυγή του μιγαδικού αριθμού z.)
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Ανάλογα, ισχύει και το αντίστοιχο αποτέλεσμα για ολοκληρώματα:

Λήμμα (Ανισότητα Cauchy-Schwarz για ολοκληρώματα)
∣∣∣∣
∫ b

a

f(x)g(x) dx

∣∣∣∣
2

#
(∫ b

a

|f(x)|2 dx
)(∫ b

a

|g(x)|2 dx
)
,

όπου οι συναρτήσεις f και g είναι τέτοιες ώστε να ορίζονται τα ολοκληρώματα.
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3. Παραδείγματα χώρων με νόρμα

Στο χώρο Rn (ή στο χώρο Cn), ορίζουμε για κάθε x = (x1, x2, . . . , xn),

∥x∥2 :=

(
n∑

i=1

|xi|2
)1/2

.

Οι ιδιότητες (1) και (2) του Ορισμού προκύπτουν άμεσα, ενώ η τριγωνική ανισότητα
αποδεικνύεται με τη βοήθεια της ανισότητας Cauchy-Schwarz.
Επίσης ορίζουμε

∥x∥1 :=
n∑

i=1

|xi|,

και
∥x∥∞ := K�t

1!i!n
|xi|.

Εύκολα αποδεικνύεται ότι οι ∥ · ∥1 και ∥ · ∥∞ είναι πράγματι νόρμες.
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3. Παραδείγματα χώρων με νόρμα

Στο γραμμικό χώρο των συνεχών συναρτήσεων C[a, b] (επί του σώματος των
πραγματικών αριθμών) ορίζουμε

∥ · ∥∞ : C[a, b] → R, ∥f∥∞ := K�t
a!x!b

|f(x)|.

(Άσκηση: Αποδείξτε ότι η ∥ · ∥∞ είναι νόρμα.)

Στο γραμμικό χώρο των συνεχών συναρτήσεων C[a, b] επί του σώματος των
πραγματικών (ή των μιγαδικών) αριθμών, ορίζουμε

∥f∥2 :=

(∫ b

a

|f(x)|2 dx
)1/2

.
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4. Χώροι με εσωτερικό γινόμενο (Inner product spaces)

(Θα περιοριστούμε σε πραγματικούς γραμμικούς χώρους. Ότι πούμε γενικεύεται χωρίς
ιδιαίτερη δυσκολία και για την περίπτωση των μιγαδικών γραμμικών χώρων.)

Ορισμός
ΈστωX ένας πραγματικός γραμμικός χώρος. Μια απεικόνιση (·, ·) : X ×X → R λέγεται
εσωτερικό γινόμενο στονX , αν είναι γραμμική ως προς κάθε μεταβλητή της, συμμετρική
και θετικά ορισμένη, δηλαδή

1 (x+ y, z) = (x, z) + (y, z), ∀x, y, z ∈ X .

2 (λx, y) = λ(x, y), ∀λ ∈ R, x, y ∈ X .
3 (x, y) = (y, x), ∀x, y ∈ X .
4 (x, x) > 0, ∀x ∈ X \ {0}.

Τότε οX λέγεται χώρος με εσωτερικό γινόμενο.
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4. Χώροι με εσωτερικό γινόμενο (Inner product spaces)

Ορισμός
ΈστωX ένας γραμμικός χώρος με εσωτερικό γινόμενο (·, ·). Τα x, y ∈ X θα λέγονται
ορθογώνια αν (x, y) = 0. (Συμβολισμός: x ⊥ y.)

Λήμμα
Σε ένα χώρο με εσωτερικό γινόμενο ισχύει η ανισότητα των Cauchy-Schwarz

∀ x, y ∈ X |(x, y)| #
√

(x, x)
√

(y, y).

Πρόταση
Έστω (X, (·, ·)) ένας χώρος με εσωτερικό γινόμενο. Τότε με ∥x∥ :=

√
(x, x), x ∈ X , ορίζεται

μια νόρμα στονX , η οποία λέμε ότι παράγεται από το εσωτερικό γινόμενο.

Δ.Α. Μητσούδης Αριθμητική επίλυση Δ.Ε. 51 / 52

4. Παραδείγματα χώρων με εσωτερικό γινόμενο.

1 Στον Rn ορίζουμε το (ευκλείδειο) εσωτερικό γινόμενο

(x, y) := (x, y)2 =
n∑

i=1

xi yi,

∀x, y ∈ Rn, x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn).

2 Στον C[a, b] με (·, ·) : C[a, b]× C[a, b] → R, με

(f, g) :=

∫ b

a

f(x)g(x) dx,

ορίζεται ένα εσωτερικό γινόμενο.
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