
Εισαγωγή στα Διανυσματικά Πεδία
Δημήτρης Μητσούδης

Τμήμα Ναυπηγών Μηχανικών
Σχολή Μηχανικών

Μάιος 2019

1 Εισαγωγή στα διανυσματικά πεδία

Σε αυτή την παράγραφο θα ορίσουμε την έννοια του διανυσματικού πεδίου.

Ορισμός 1.1. Έστω A ⊆ Rn. Ένα διανυσματικό πεδίο στον Rn είναι μια απεικόνιση
F : A → Rn, που αντιστοιχίζει σε κάθε σημείο x του πεδίου ορισμού της, ένα διάνυσμα F (x).

Κατ΄ αντιστοιχία, σε κάποιες περιπτώσεις θα αναφερόμαστε σε μια απεικόνιση F : A ⊆
Rn → R ως ένα βαθμωτό πεδίο.
Στη συνέχεια θα ασχοληθούμε με διανυσματικά πεδία στον R2 και στον R3. Σχηματικά μπο-
ρούμε να φανταζόμαστε ότι ένα διανυσματικό πεδίο επισυνάπτει σε κάθε σημείο ένα βέλος.
Παραδείγματα.

1. Έστω F : R2 → R2 με F (x, y) = i + j. Άρα η F απεικονίζει κάθε σημείο του επι-
πέδου στο σταθερό διάνυσμα i + j. Στο Σχήμα 1 βλέπουμε μια αναπαράσταση του
διανυσματικού πεδίου αυτού.

2. Έστω F : R2 → R2 με F (x, y) = y i − x j. Για να κατανοήσουμε το διανυσματικό
πεδίο αυτό θα πρέπει να σκεφτούμε λίγο παραπάνω. Καταρχήν, παρατηρούμε ότι

|F (x, y)| = |y i− x j| =
√

y2 + x2 = |r|,

όπου r είναι το διάνυσμα θέσης του σημείου (x, y), δηλαδή r = x i+ y j.
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Σχήμα 1: Το σταθερό διανυσματικό πεδίο F (x, y) = i+ j.

Άρα το διανυσματικό πεδίο F θα έχει σταθερό μέτρο a σε κύκλους με κέντρο το (0, 0)

και ακτίνα a (δηλαδή για x2 + y2 = a2). Επιπλέον, έχουμε ότι

r · F (x, y) = (x i+ y j) · (y i− x j) = xy − yx = 0.

Άρα το F (x, y) είναι πάντα κάθετο προς το διάνυσμα θέσης του σημείου (x, y). Στο
Σχήμα 2 δίνεται μια αναπαράσταση του διανυσματικού πεδίου F .

x

y

Σχήμα 2: Το διανυσματικό πεδίο F (x, y) = y i− x j.

3. Έστω r = x i+ y j + z k. Ορίζουμε το διανυσματικό πεδίο F : R3 → R3 με

F (x, y, z) =
c

|r|3
r,

όπου c είναι μια μηδενική σταθερά. Θεωρούμε το (μοναδιαίο) διάνυσμα u = r
|r| . Τότε

F (x, y, z) =
c

|r|3
r =

c

|r|2
r

|r|
=

c

|r|2
u.

Άρα τοF είναι ένα διανυσματικό πεδίο του οποίου η διεύθυνση στο σημείοP (x, y, z) ̸=
(0, 0, 0) είναι παράλληλη στο διάνυσμα O⃗P , και το μέτρο του είναι αντιστρόφως ανά-
λογο προς το τετράγωνο της απόστασης του P από την αρχή των αξόνων. Παρατηρή-
στε ακόμη ότι η φορά του F είναι προς την αρχή των αξόνων όταν το c είναι αρνητικό,
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222 Chapter 3 Vector-Valued Functions

EXAMPLE 2 Let’s depict G: R2 → R2, G(x, y) = yi −xj. We can begin to do
this by calculating some specific values of G, as in the adjacent table. However,
it is difficult to get much of a feeling for G as a whole in this way. To understand
G somewhat better, we need to “play around” a bit. Note that

∥G(x, y)∥ = ∥yi −xj∥ =
√

y2 + x2 = ∥r∥,

where r = x i + yj, the position vector of the point (x, y). From this observation,
it follows that G has constant length a on the circle x2 + y2 = a2. In addition,
we have

r · G(x, y) = (x i + yj) · (yi −xj) = 0.

Hence, G(x, y) is always perpendicular to the position vector of the point (x, y).
These facts, together with a table like the preceding one, make it possible to see
that G looks like Figure 3.29. ◆

REMARK Sometimes a scalar-valued function f : X ⊆ Rn → R is called a scalar
field. One thinks of a vector field on Rn as attaching vector information (such
as wind velocity) to each point and a scalar field as attaching real number infor-
mation (such as temperature or pressure). We’ll use the term “scalar field” only
occasionally, but we don’t want to shock you when we do.

(x, y) G(x, y)

(0, 0) 0
(1, 0) −j
(0, 1) i
(1, 1) i −j

x

y

Figure 3.29 The vector field
G(x, y) = yi −xj of Example 2.

EXAMPLE 3 Let r = x i + yj + zk. The so-called inverse square vector field
in R3 is a function F: R3 −{0} → R3 given by

F(x, y, z) = c
∥r∥3

r,

where c is any (nonzero) constant. If the term “inverse square” seems inappropriate
to you, we’ll try to convince you otherwise. Set u = r/∥r∥ so that r = ∥r∥u. Then
F is given by

F(x, y, z) = c
∥r∥3

r =
(

c
∥r∥2

) (
r

∥r∥

)
= c

∥r∥2
u. (1)

Therefore, F is a vector field whose direction at the point P(x, y, z) ̸= (0, 0, 0)
is parallel to the vector from the origin to P and whose magnitude is inversely
proportional to the square of the distance from the origin to P . Note that F points
away from the origin if c is positive and toward the origin if c is negative.

We have seen an example of an inverse square field in §3.1—namely, the
Newtonian gravitational field between two bodies. If one of the bodies is at the
origin and the other at (x, y, z), then we have

F = −G Mm
∥r∥2

u.
y

x

z

Figure 3.30 An inverse square
vector field.

In this case, the proportionality constant c is −G Mm , which is negative. This
means that the gravitational force is attractive (i.e., it points in the direction
that reduces the distance between the two bodies). Such a vector field is shown in
Figure 3.30. An example of a repelling inverse square field is the electrostatic forceΣχήμα 3: Το διανυσματικό πεδίο F (x, y, z) = c

|r|3 r, για c < 0.

και από την αρχή των αξόνων προς τα έξω όταν το c είναι θετικό. Στο Σχήμα 3 δίνεται
μια αναπαράσταση του διανυσματικού πεδίου F για c < 0. □

Ορισμός 1.2. Ένα διανυσματικό πεδίο F : A ⊆ Rn → Rn θα λέμε ότι είναι πεδίο κλίσεων
(gradient field) αν το F είναι η κλίση κάποιας (παραγωγίσιμης) συνάρτησης f : A → R.
Δηλαδή

F (x) = ∇f(x), για κάθε x ∈ A.

Τότε λέμε ότι η f είναι ένα (βαθμωτό) δυναμικό (potential function) για το διανυσματικό πεδίο F .

Έχουμε ήδη δει ότι η κλίση οποιασδήποτε συνάρτησης f : A ⊆ Rn → R που είναι συνεχώς
παραγωγίσιμη είναι ορθογώνια προς τις ισοσταθμικές επιφάνειες της f . Επομένως, αν το F

είναι ένα πεδίο κλίσεων στον Rn, το διάνυσμα F (x) θα πρέπει να είναι κάθετο στην ισο-
σταθμική επιφάνεια του βαθμωτού δυναμικού της F που περιέχει το σημείο x. Αν η f είναι
μια τέτοια συνάρτηση δυναμικού, θα λέμε ότι η ισοσταθμική επιφάνεια f(x) = c είναι μια
ισοδυναμική επιφάνεια του διανυσματικού πεδίου F .

Ορισμός 1.3. Αν F : A ⊆ Rn → Rn είναι ένα διανυσματικό πεδίο, μια γραμμή ροής του F
είναι μια καμπύλη r(t) τέτοια ώστε

r′(t) = F (r(t)).

Δηλαδή το F καθορίζει το πεδίο ταχυτήτων της καμπύλης r(t).

Γεωμετρικά, για να βρούμε μια γραμμή ροής ενός διανυσματικού πεδίου F που περνάει από
ένα σημείο x0, χαράζουμε μια καμπύλη μέσα από το διανυσματικό πεδίο έτσι ώστε το εφα-
πτόμενο διάνυσμα της καμπύλης να συμπίπτει με το διανυσματικό πεδίο, βλ. Σχήμα 4.
Παράδειγμα. Ας θεωρήσουμε και πάλι το διανυσματικό πεδίο F : R2 → R2 με F (x, y) =

y i−x j. Η διαίσθησή μας λέει ότι μια γραμμή ροής θα πρέπει να είναι κυκλική, όπως φαίνεται
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x0

Σχήμα 4: Γραμμή ροής ενός διανυσματικού πεδίου στο επίπεδο.

με τη διακεκομμένη γραμμή στο Σχήμα 5. Πράγματι, αν θεωρήσουμε την ακόλουθη καμπύλη
(κύκλος με κέντρο το (0, 0) και ακτίνα a)

r : [0, 2π] → R2 με r(t) = (a sin t, a cos t), για a σταθερο,

τότε έχουμε ότι

r′(t) = a cos t i− a sin t j = F (a sin t, a cos t) = F (r(t)).

Άρα οι κύκλοι αυτοί είναι πράγματι καμπύλες ροής.
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Σχήμα 5: Γραμμή ροής του διανυσματικού πεδίου F (x, y) = y i− x j.

Η εύρεση όλων των καμπυλών ροής του διανυσματικού πεδίου F (x, y) = y i− x j είναι πιο
απαιτητικό πρόβλημα. Αν r(t) = (x(t), y(t)) είναι μια καμπύλη ροής, τότε σύμφωνα με τον
Ορισμό 1.3 θα πρέπει να ισχύει ότι

r′(t) = F (r(t)) ⇔ x′(t) i+ y′(t) j = y(t) i− x(t) j,

οπότε εξισώνοντας τις αντίστοιχες συνιστώσες θα έχουμε ότι{
x′(t) = y(t)

y′(t) = −x(t)
.
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Αυτό είναι ένα σύστημα δύο συνήθων διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξης. Προκύπτει ότι
όλες οι λύσεις του είναι της μορφής

r(t) = (A cos t+B sin t,−A sin t+B cos t),

όπου A, B είναι αυθαίρετες σταθερές. Δεν είναι δύσκολο να διαπιστώσουμε ότι οι καμπύλες
αυτές διαγράφουν κύκλους όταν τουλάχιστον ένα από τα A και B δεν είναι μηδέν. □

2 Κλίση, απόκλιση, στροβιλισμός

Στην παράγραφο αυτή θα θεωρήσουμε κάποιες «πράξεις παραγώγισης» πάνω σε διανυσμα-
τικά και βαθμωτά πεδία. Συγκεκριμένα, θα δούμε:

1. Την κλίση (gradient), που μετατρέπει ένα βαθμωτό πεδίο σε διανυσματικό,

2. την απόκλιση (divergence), που μετατρέπει ένα διανυσματικό πεδίο σε βαθμωτό, και

3. τον στροβιλισμό (curl), που μετατρέπει ένα διανυσματικό πεδίο σε ένα άλλο διανυσμα-
τικό πεδίο.

2.1 Ο τελεστής «ανάδελτα» (∇) και η κλίση

Ο τελεστής «ανάδελτα» συμβολίζεται με το σύμβολο ∇ και στον R3 ορίζεται ως εξής:

∇ = i
∂

∂x
+ j

∂

∂y
+ k

∂

∂z
. (1)

Οι «κενές» μερικές παράγωγοι είναι οι συνιστώσες ενός διανύσματος που αναμένει ένα κα-
τάλληλο βαθμωτό ή διανυσματικό πεδίο για να δράσει. Π.χ., αν f : R3 → R είναι μια παρα-
γωγίσιμη συνάρτηση (βαθμωτό πεδίο) η κλίση της f μπορεί να θεωρηθεί ως το αποτέλεσμα
του «πολλαπλασιασμού» κάθε συνιστώσας του∇ με την f . Στην πραγματικότητα υπολογί-
ζουμε την κατάλληλη μερική παράγωγο της f :

∇f(x, y, z) =
(
i
∂

∂x
+ j

∂

∂y
+ k

∂

∂z

)
f(x, y, z) =

∂f

∂x
i+

∂f

∂y
j +

∂f

∂z
k.

2.2 Η απόκλιση ενός διανυσματικού πεδίου

Όπως είδαμε πριν η κλίση ενός βαθμωτού πεδίου είναι ένα διανυσματικό πεδίο. Η απόκλιση
επιφέρει το αντίστροφο αποτέλεσμα: Μετατρέπει ένα διανυσματικό πεδίο σε ένα βαθμωτό
πεδίο.
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Ορισμός 2.1. Έστω F : A ⊆ R3 → R3 ένα (παραγωγίσιμο) διανυσματικό πεδίο. Τότε η από-
κλιση του F , που συμβολίζεται με divF ή∇ · F , είναι το βαθμωτό πεδίο

divF = ∇ · F =
∂F1

∂x
+

∂F2

∂y
+

∂F3

∂z
,

όπου F1, F2, F3 είναι οι συνιστώσες συναρτήσεις του διανυσματικού πεδίου F .

Παράδειγμα. Έστω F (x, y, z) = x2y i+ xz j + xyz k. Τότε

divF =
∂

∂x
(x2y) +

∂

∂y
(xz) +

∂

∂z
(xyz) = 2xy + 0 + xy = 3xy.

□
Αν φανταστούμε το διανυσματικό πεδίο F ως το πεδίο ταχυτήτων ενός ρευστού, τότε διαι-
σθητικά, η τιμή της divF αντιστοιχεί στο ρυθμό της διαστολής, ανά μονάδα όγκου, του
ρευστού. Π.χ., αν F (x, y, z) = x i + y j + z k, τότε divF = 3, που σημαίνει ότι το ρευ-
στό διαστέλλεται με ρυθμό 3 κυβικών μονάδων ανά μονάδα όγκου και μονάδα χρόνου. Αυτό
μοιάζει λογικό, γιατί σε αυτή την περίπτωση το διανυσματικό πεδίοF είναι ακτινικό, και κα-
θώς το ρευστό κινείται προς τα έξω, ακολουθώντας τις γραμμές ροής, διαστέλλεται. Για ένα
διανυσματικό πεδίο F για το οποίο ισχύει ότι∇·F = 0 παντού, λέμε ότι είναι ασυμπίεστο.

2.3 Ο στροβιλισμός ενός διανυσματικού πεδίου

Ορισμός 2.2. Έστω F : A ⊆ R3 → R3 ένα (παραγωγίσιμο) διανυσματικό πεδίο. Τότε o στρο-
βιλισμός του F , που συμβολίζεται με curlF ή ∇× F , είναι το βαθμωτό πεδίο

curlF = ∇× F =
(
i
∂

∂x
+ j

∂

∂y
+ k

∂

∂z

)
× (F1 i+ F2 j + F3 k)

=

∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

F1 F2 F3

∣∣∣∣∣∣∣
=

(∂F3

∂y
− ∂F2

∂z

)
i+

(∂F1

∂z
− ∂F3

∂x

)
j +

(∂F2

∂x
− ∂F1

∂y

)
k.

Αν το διανυσματικό πεδίο F αναπαριστά τη ροή ενός ρευστού, τότε η φυσική σημασία του
ότι curlF = 0 είναι πως το υγρό είναι αστρόβιλο, δηλαδή δεν εμφανίζει δίνες. Για να αιτιο-
λογήσουμε αυστηρά τον ισχυρισμό αυτό χρειαζόμαστε το θεώρημα του Stokes (το οποίο θα
δούμε αργότερα). Διαισθητικά όμως μπορούμε να το σκεφτούμε ως εξής: Έστω ότι το διανυ-
σματικό πεδίο F αναπαριστά το πεδίο ταχυτήτων σε μια λίμνη. Ρίχνουμε ένα μικρό κλαρί
μέσα στη λίμνη και το παρατηρούμε. Έστω ότι το κλαδάκι παρασύρεται από το ρεύμα και
ταξιδεύει κατά μήκος ενός μεγάλου κύκλου. Ο στροβιλισμός δεν είναι σε θέση να μας δώσει
πληροφορία για την κίνηση αυτή. Αυτό που μετράει ο στροβιλισμός είναι πόσο γρήγορα και
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3.4 Gradient, Divergence, Curl, and the Del Operator 231

Figure 3.42 A twig in a pond where water moves with velocity given by a vector field F. In the left figure, the twig does
not rotate as it travels, so curl F = 0. In the right figure, curl F ̸= 0, since the twig rotates.

One would think that, with a name like “curl,” ∇ × F should measure how
much a vector field curls. Indeed, the curl does measure, in a sense, the twisting
or circulation of a vector field, but in a subtle way: Imagine that F represents the
velocity of a stream or lake. Drop a small twig in the lake and watch it travel.
The twig may perhaps be pushed by the current so that it travels in a large circle,
but the curl will not detect this. What curl F measures is how quickly and in what
orientation the twig itself rotates as it moves. (See Figure 3.42.) We prove this
assertion much later, when we know something about line and surface integrals.
For now, we simply point out some terminology: A vector field F is said to be
irrotational if ∇ × F = 0 everywhere.

EXAMPLE 5 Let F = (3x2z + y2) i + 2xy j + (x3 − 2z) k. Then

∇ × F =

∣∣∣∣∣∣∣∣

i j k

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z

3x2z + y2 2xy x3 − 2z

∣∣∣∣∣∣∣∣

=
(

∂

∂y
(x3 − 2z) − ∂

∂z
(2xy)

)
i +

(
∂

∂z
(3x2 z + y2) − ∂

∂x
(x3 − 2z)

)
j

+
(

∂

∂x
(2xy) − ∂

∂y
(3x2 z + y2)

)
k

= (0 − 0)i + (3x2 − 3x2)j + (2y − 2y)k = 0.

Thus, F is irrotational. ◆

Two Vector-analytic Results
It turns out that the vector field F in Example 5 is also a gradient field. Indeed,
F = ∇ f , where f (x, y, z) = x3z + xy2 − z2. (We’ll leave it to you to verify
this.) In fact, this is not mere coincidence but an illustration of a basic result
about scalar-valued functions and the del operator:

THEOREM 4.3 Let f : X ⊆ R3 → R be of class C2. Then curl (grad f ) = 0.
That is, gradient fields are irrotational.

Σχήμα 6: Ένα κλαδάκι σε μια λίμνη κινείται σύμφωνα με το πεδίο ταχυτήτων F . Στα αριστερά, το
κλαράκι δεν περιστρέφεται καθώς κινείται, επομένως curlF = 0. Στα δεξιά, περιστρέφεται επομένως
curlF ̸= 0.

με τι κατεύθυνση το κλαράκι περιστρέφεται καθώς κινείται, βλ. Σχήμα 6. Γενικώς, θα λέμε
ότι το F είναι αστρόβιλο αν∇× F = 0 παντού.

Ορισμός 2.3. Έστω A ένα ανοικτό υποσύνολο του Rn. Μια πραγματική (βαθμωτή) συνάρτηση
f : A ⊆ Rn → R που έχει όλες τις μερικές παραγώγους μέχρι και τάξης k και, επιπλέον, είναι
συνεχείς στο A, θα λέμε ότι είναι κλάσης Ck ή ότι είναι k-φορές συνεχώς παραγωγίσιμη, και θα
γράφουμε f ∈ Ck(A).
Μια διανυσματική συνάρτηση f : A ⊆ Rn → Rm θα λέμε ότι είναι κλάσης Ck αν και μόνον αν
όλες οι συνιστώσες συναρτήσεις είναι κλάσης Ck.

Στη συνέχεια θα διατυπώσουμε δύο θεωρήματα.

Θεώρημα 2.1. Έστω f : A ⊆ R3 → R βαθμωτό πεδίο κλάσης C2. Τότε

curl (grad f) = 0.

Δηλαδή, τα πεδία κλίσεων είναι αστρόβιλα.

Απόδειξη. Γράφουμε ξανά το ζητούμενο χρησιμοποιώντας τον τελεστή ανάδελτα:

∇× (∇f) = 0.

Έχουμε

∇× (∇f) =

∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

∂f
∂x

∂f
∂y

∂f
∂z

∣∣∣∣∣∣∣
=

( ∂2f

∂y∂z
− ∂2f

∂z∂y

)
i+

( ∂2f

∂z∂x
− ∂2f

∂x∂z

)
j +

( ∂2f

∂x∂y
− ∂2f

∂y∂x

)
k.

Επειδή η f είναι δύο φορές συνεχώς παραγωγίσιμη γνωρίζουμε ότι οι μικτές μερικές παρά-
γωγοι δεύτερης τάξης είναι ανεξάρτητες της σειράς παραγώγισης, δηλαδή, π.χ., ∂2f

∂y∂z
= ∂2f

∂z∂y
.

Άρα όλες οι συνιστώσες του∇× (∇f) είναι ίσες με μηδέν. □
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Θεώρημα 2.2. Έστω F : A ⊆ R3 → R3 διανυσματικό πεδίο κλάσης C2. Τότε

div (curlF ) = 0.

Δηλαδή, το curlF είναι ένα ασυμπίεστο διανυσματικό πεδίο.

Το αποτέλεσμα αυτό μπορεί να γραφεί και στη μορφή∇· (∇×F ) = 0. Η απόδειξη αφήνεται
ως άσκηση.
Τέλος, δίνουμε τον ακόλουθο ορισμό:

Ορισμός 2.4. Ο τελεστής Laplace που δρα πάνω σε συναρτήσεις f , συμβολίζεται με το σύμβολο
∆ ή με το ∇2, και ορίζεται ως εξής:

∆f = ∇2f := ∇ · (∇f) =
∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2
+

∂2f

∂z2
.

Αν F = F1 i + F2 j + F3 k είναι ένα C2 διανυσματικό πεδίο, τότε ορίζουμε το ∇2F με βάση τις
συνιστώσες του:

∇2F = ∇2F1 i+∇2F2 j +∇2F3 k.

Σημειώνουμε ότι, όπως θα δείτε και σε άλλα μαθήματα, ο τελεστής Laplace παίζει ιδιαίτερα
σημαντικό ρόλο στη μαθηματική διατύπωση πολλών φυσικών νόμων.

3 Παραδείγματα

Παράδειγμα 1. Υπολογίστε την απόκλιση του διανυσματικού πεδίου F = x i+ y j.

divF = ∇ · F =
∂

∂x
(x) +

∂

∂y
(y) = 2.

Στο Σχήμα 7 απεικονίζεται το διανυσματικό πεδίο F . Παρατηρούμε ότι σε κάθε σημείο του
R2 το βέλος που έχει αρχή στο σημείο αυτο είναι μεγαλύτερο από το βέλος που έχει πέρας
στο σημείο αυτό. Άρα υπάρχει μεγαλύτερη ροή από το σημείο προς τα έξω, επομένως το F

«αποκλίνει» σε κάθε σημείο.

Παράδειγμα 2. Υπολογίστε τον στροβιλισμό του διανυσματικού πεδίου

F = (3x2z + y2) i+ 2xy j + (x3 − 2z)k.

∇× (∇f) =

∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

3x2z + y2 2xy x3 − 2z

∣∣∣∣∣∣∣ =
( ∂

∂y
(x3 − 2z)− ∂

∂z
(2xy)

)
i

+
( ∂

∂z
(3x2z + y2)− ∂

∂x
(x3 − 2z)

)
j +

( ∂

∂x
(2xy)− ∂

∂y
(3x2z + y2)

)
k

= (0− 0)i+ (3x2 − 3x2)j + (2y − 2y)k = 0.
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Σχήμα 7: Το διανυσματικό πεδίο F = x i+ y j.

Άρα το F είναι αστρόβιλο.

Παράδειγμα 3. Υπολογίστε την απόκλιση του διανυσματικού πεδίου

F = (xz − e2x cos z) i− yz j + e2x(sin y + 2 sin z)k.

∇ · F =
∂

∂x
(xz − e2x cos z) + ∂

∂y
(−yz) +

∂

∂z

(
e2x(sin y + 2 sin z)

)
= z − 2e2x cos z − z + 2e2x cos z = 0.

Άρα τοF είναι ασυμπίεστο. Αφήνεται ως άσκηση να αποδείξετε ότιF = ∇×G, μεG(x, y, z) =

(e2x cos y) i+(e2x sin z) j+(xyz)k, οπότε σύμφωνα με το Θεώρημα 2.2 είναι απολύτως ανα-
μενόμενο ότι το F είναι ασυμπίεστο.

Παράδειγμα 4. Υπολογίστε την απόκλιση του διανυσματικού πεδίου

F = x2y i+ z j + xyz k.

∇ · F =
∂

∂x
(x2y) +

∂

∂y
(z) +

∂

∂z
(xyz) = 2xy + 0 + xy = 3xy.

Άρα το F δεν μπορεί να είναι στροβιλισμός κάποιου άλλου διανυσματικού πεδίου, διότι αν
ήταν, τότε σύμφωνα με το Θεώρημα 2.2, θα είχε μηδενική απόκλιση.
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Ασκήσεις

1. Υπολογίστε την απόκλιση των ακόλουθων διανυσματικών πεδίων:

(α) F = x2 i+ y2 j

(β) F = y2 i+ x2 j

(γ) F = (x+ y) i+ (y + z) j + (x+ z)k

(δ) F = z cos(ey2) i+ x
√
z2 + 1 j + e2y sin 3xk

2. Υπολογίστε τον στροβιλισμό των ακόλουθων διανυσματικών πεδίων:

(α) F = x2 i− xey j + 2xyz k

(β) F = x i+ y j + z k

(γ) F = (x+ yz) i+ (y + xz) j + (z + xy)k

(δ) F = (cos yz − x) i+ (cosxz − y) j + (cosxy − z)k

3. Αποδείξτε ότι αν f(x, y, z) = x2 sin y + y2 cos z, τότε ∇× (∇f) = 0.

4. Αποδείξτε ότι αν F (x, y, z) = xyz i− ez cosx j + xy2z3 k, τότε ∇ · (∇× F ) = 0.

5. Αποδείξτε τις ακόλουθες ταυτότητες. (Υποθέστε ότι οι συναρτήσεις και τα διανυσμα-
τικά πεδία είναι κατάλληλα παραγωγίσιμες.)

(α) ∇ · (F +G) = ∇ · F +∇ ·G
(β) ∇× (F +G) = ∇× F +∇×G

(γ) ∇ · (f F ) = f ∇ · F + F · ∇f

(δ) ∇× (f F ) = f ∇× F +∇f × F

(ε) ∇ · (F ×G) = G · ∇ × F − F · ∇ ×G

6. Αποδείξτε ότι αν f και g είναι C2 συναρτήσεις, τότε

∆(fg) = f ∆g + g∆f + 2∇f · ∇g.

Στη συνέχεια, αποδείξτε ότι:

∇ · (f∇g − g∇f) = f ∆g − g∆f.
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Σημείωση: Το παρόν υλικό δεν αποτελεί αυτόνομο διδακτικό υλικό, βασίζεται στην προτει-
νόμενη βιβλιογραφία του μαθήματος, και αποτελεί ένα περίγραμμα των παραδόσεων του μα-
θήματος. Ειδικότερα, αποτελεί υλικό της διδασκαλίας του μαθήματος από το διδάσκοντα και
παρακαλώ να μη χρησιμοποιηθεί, αναπαραχθεί, και διανεμηθεί για άλλο σκοπό. Κάποια από
τα σχήματα του κεφαλαίου αυτού έχουν παρθεί από τα βιβλία που αναφέρονται στη βιβλιο-
γραφία.
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