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1 Διανυσματικές συναρτήσεις

Μια διανυσματική συνάρτηση είναι απλώς μια συνάρτηση που το πεδίο ορισμού της είναι
ένα υποσύνολο των πραγματικών αριθμών ενώ το σύνολο τιμών της είναι ένα σύνολο διανυ-
σμάτων. Συγκεκριμένα, εμείς θα ασχοληθούμε κυρίως με διανυσματικές συναρτήσεις r που
οι τιμές της είναι διανύσματα στον τριδιάστατο χώρο. Δηλαδή σε κάθε αριθμό t που ανήκει
στο πεδίο ορισμού της r αντιστοιχεί ένα μοναδικό διάνυσμα, που το συμβολίζουμε r(t). Αν(
f(t), g(t), h(t)

)
είναι οι συνιστώσες του διανύσματος r(t), τότε οι f, g, h είναι πραγματικές

συναρτήσεις που τις ονομάζουμε συνιστώσεις συναρτήσεις της r, και γράφουμε

r(t) =
(
f(t), g(t), h(t)

)
= f(t) i+ g(t) j + h(t)k.

Παράδειγμα. Αν
r(t) =

(
t3, ln(1− t),

√
t
)
,

τότε οι συνιστώσεις συναρτήσεις είναι

f(t) = t3, g(t) = ln(1− t), h(t) =
√
t.

Το πεδίο ορισμού της r θα αποτελείται από τους αριθμούς t ∈ R για τους οποίους η r(t)

έχει νόημα. Οι εκφράσεις t3, ln(1 − t),
√
t ορίζονται όταν 1 − t > 0 και t ≥ 0. Άρα το πεδίο

ορισμού της r είναι το διάστημα [0, 1). □

Το όριο μιας διανυσματικής συνάρτησης r ορίζεται παίρνοντας τα όρια των συνιστωσών
συναρτήσεων. Συγκεκριμένα,
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Αν r(t) =
(
f(t), g(t), h(t)

)
, τότε

lim
t→a

r(t) =
(
lim
t→a

f(t), lim
t→a

g(t), lim
t→a

h(t)
)
, (1)

υπό την προϋπόθεση ότι υπάρχουν τα όρια των συνιστωσών συναρτήσεων.

Παράδειγμα. Υπολογίστε το limt→0 r(t), αν

r(t) = (1 + t)3 i+ t e−t j +
sin t
t

k.

Σύμφωνα με την (1) έχουμε

lim
t→0

r(t) =
[
lim
t→0

(1 + t)3
]
i+

[
lim
t→0

t e−t
]
j +

[
lim
t→0

sin t
t

]
k

= 1 i+ 0 j + 1k = i+ k.

□
Μια διανυσματική συνάρτηση r είναι συνεχής στο a αν

lim
t→a

r(t) = r(a).

Άρα, ουσιαστικά, η r είναι συνεχής στο a αν και μόνον αν οι συνιστώσες συναρτήσεις f, g
και h είναι συνεχείς στο a.
Όπως θα δούμε στη συνέχεια υπάρχει μια στενή σχέση μεταξύ των συνεχών διανυσματικών
συναρτήσεων και καμπυλών στο χώρο.

Έστω ότι οι f, g, h είναι συνεχείς πραγματικές συναρτήσεις με πεδίο ορισμού ένα διά-
στημα I . Τότε το σύνολο C όλων των σημείων (x, y, z) του χώρου, για τα οποία

x = f(t), y = g(t), z = h(t), (2)

όπου t ∈ I , περιγράφει μια καμπύλη στο χώρο.
Οι εξισώσεις στην (2) λέγονται παραμετρικές συναρτήσεις της καμπύληςC , και το
t παράμετρος.

Μπορούμε να φανταστούμε την καμπύλη C ως την τροχιά που διαγράφει ένα κινούμενο σω-
ματίδιο του οποίου η θέση σε κάθε χρονική στιγμή t είναι

(
f(t), g(t), h(t)

)
. Αν θεωρήσουμε

τώρα τη διανυσματική συνάρτηση r(t) =
(
f(t), g(t), h(t)

)
, τότε το r(t) είναι το διάνυσμα

θέσης του σημείου P (f(t), g(t), h(t)) της καμπύλης C , βλ. Σχήμα 1. Επομένως, κάθε συνεχής
διανυσματική συνάρτηση r ορίζει μια καμπύλη C στο χώρο η οποία διαγράφεται από το
πέρας του κινούμενου διανύσματος θέσης r(t).
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A vector function is continuous at a if

In view of Definition 1, we see that is continuous at if and only if its component func-
tions , , and are continuous at .

There is a close connection between continuous vector functions and space curves.
Suppose that , , and are continuous real-valued functions on an interval . Then the set

of all points in space, where

and varies throughout the interval , is called a space curve. The equations in (2) are
called parametric equations of C and is called a parameter. We can think of as being
traced out by a moving particle whose position at time is . If we now con-
sider the vector function , then is the position vector of the
point on . Thus any continuous vector function defines a space curve

that is traced out by the tip of the moving vector , as shown in Figure 1.

EXAMPLE 3 Describe the curve defined by the vector function

SOLUTION The corresponding parametric equations are

which we recognize from Equations 13.5.2 as parametric equations of a line passing
through the point and parallel to the vector . Alternatively, we could
observe that the function can be written as , where and

, and this is the vector equation of a line as given by Equation 13.5.1. M

Plane curves can also be represented in vector notation. For instance, the curve given
by the parametric equations and (see Example 1 in Section 11.1)
could also be described by the vector equation

where and .

EXAMPLE 4 Sketch the curve whose vector equation is

SOLUTION The parametric equations for this curve are

Since , the curve must lie on the circular cylinder
. The point lies directly above the point , which moves 

counterclockwise around the circle in the xy-plane. (See Example 2 in
Section 11.1.) Since , the curve spirals upward around the cylinder as increases.
The curve, shown in Figure 2, is called a helix. M
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FIGURE 1
C is traced out by the tip of a moving
position vector r(t).
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Σχήμα 1: Η καμπύλη C διαγράφεται από το πέρας του κινούμενου διανύσματος θέσης r(t).

Παράδειγμα. Σχεδιάστε την καμπύλη που περιγράφεται από τη διανυσματική εξίσωση:

r(t) = cos t i+ sin t j + tk, t ≥ 0.

Οι παραμετρικές εξισώσεις αυτής της καμπύλης είναι:

x = cos t, y = sin t, z = t, t ≥ 0.

A vector function is continuous at a if

In view of Definition 1, we see that is continuous at if and only if its component func-
tions , , and are continuous at .

There is a close connection between continuous vector functions and space curves.
Suppose that , , and are continuous real-valued functions on an interval . Then the set

of all points in space, where

and varies throughout the interval , is called a space curve. The equations in (2) are
called parametric equations of C and is called a parameter. We can think of as being
traced out by a moving particle whose position at time is . If we now con-
sider the vector function , then is the position vector of the
point on . Thus any continuous vector function defines a space curve

that is traced out by the tip of the moving vector , as shown in Figure 1.

EXAMPLE 3 Describe the curve defined by the vector function

SOLUTION The corresponding parametric equations are

which we recognize from Equations 13.5.2 as parametric equations of a line passing
through the point and parallel to the vector . Alternatively, we could
observe that the function can be written as , where and

, and this is the vector equation of a line as given by Equation 13.5.1. M

Plane curves can also be represented in vector notation. For instance, the curve given
by the parametric equations and (see Example 1 in Section 11.1)
could also be described by the vector equation

where and .

EXAMPLE 4 Sketch the curve whose vector equation is

SOLUTION The parametric equations for this curve are

Since , the curve must lie on the circular cylinder
. The point lies directly above the point , which moves 

counterclockwise around the circle in the xy-plane. (See Example 2 in
Section 11.1.) Since , the curve spirals upward around the cylinder as increases.
The curve, shown in Figure 2, is called a helix. M
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FIGURE 1
C is traced out by the tip of a moving
position vector r(t).
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Σχήμα 2: Η καμπύλη C : x = cos t, y = sin t, z = t, t ≥ 0, περιγράφει μια κυκλική έλικα.

Εφόσον x2+y2 = cos2 t+ sin2 t = 1, η καμπύλη αυτή θα πρέπει να ανήκει σε έναν κύλινδρο,
βλ. Σχήμα 2. Ξεκινάει από το σημείο (1, 0, 0) για t = 0, και περιελίσσεται γύρω από τον
κύλινδρο προς τα πάνω καθώς το z = t αυξάνει. Η καμπύλη που προκύπτει λέγεται κυκλική
έλικα. □
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Παρατηρήσεις:

1. Εντελώς ανάλογα μπορούμε να αναπαραστήσουμε και τις καμπύλες του επιπέδου με
διανυσματικό συμβολισμό. Π.χ., αν θεωρήσουμε την καμπύλη του επιπέδου που ορίζε-
ται από τις παραμετρικές εξισώσεις

x = t2 − 2t, y = t+ 1,

τότε μπορούμε να την περιγράψουμε και μέσω της διανυσματικής συνάρτησης

r(t) = (t2 − 2t, t+ 1) = (t2 − 2t) i+ (t+ 1) j,

όπου, εδώ, i = (1, 0), j = (0, 1).

2. Πρέπει να τονίσουμε ότι η παραμετρική αναπαράσταση μιας καμπύλης στο επίπεδο ή
στο χώρο δεν είναι μοναδική. Π.χ. οι εξισώσεις

x = cos t, y = sin t, t ∈ [0, 2π),

περιγράφουν ένα κύκλο στο επίπεδο με κέντρο (0, 0) και ακτίνα 1. Όμως και οι εξισώ-
σεις

x = sin t, y = cos t, t ∈ [0, 2π),

περιγράφουν τον ίδιο κύκλο.

2 Παράγωγος και ολοκληρωμα διανυσματικής συνάρ-
τησης

Η παράγωγος μιας διανυσματικής συνάρτησης ορίζεται, κατ’ αναλογία με την παράγωγο
μιας πραγματικής συνάρτησης, ως εξής:

dr

dt
= r′(t) = lim

h→0

r(t+ h)− r(t)

h
, (3)

αν το όριο αυτό υπάρχει.
Το επόμενο θεώρημα μας δίνει μια βολική μέθοδο υπολογισμού της παραγώγου μιας διανυ-
σματικής συνάρτησης r. Αρκεί να παραγωγίσουμε κάθε συνιστώσα συνάρτηση της r.

Θεώρημα 2.1. Αν r(t) =
(
f(t), g(t), h(t)

)
= f(t) i + g(t) j + h(t)k, όπου οι f, g, h είναι

παραγωγίσιμες συναρτήσεις, τότε

r′(t) =
(
f ′(t), g′(t), h′(t)

)
= f ′(t) i+ g′(t) j + h′(t)k.
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Αν η καμπύλη C στο χώρο περιγράφεται από τις παραμετρικές εξισώσεις

x = f(t), y = g(t), z = h(t), t ∈ I,

και οι f, g, h είναι συνεχώς παραγωγίσιμες στο I , τότε το διάνυσμα(dx
dt

,
dy

dt
,
dz

dt

)
=

(
f ′(t), g′(t), h′(t)

)
είναι εφαπτόμενο της καμπύληςC στο σημείο

(
f(t), g(t), h(t)

)
και εκφράζει το διά-

νυσμα της ταχύτητας ενός σωματιδίου που κινείται πάνω στην καμπύλη C .
Πολλές φορές θα χρησιμοποιούμε και το μοναδιαίο εφαπτόμενο διάνυσμα, που ορί-
ζεται ως:

T (t) =
r′(t)

|r′(t)|
. (4)

Παράδειγμα. Βρείτε το διάνυσμα της ταχύτητας και τις παραμετρικές εξισώσεις της εφα-
πτομένης της κυκλικής έλικας

x = cos t, y = sin t, z = t, t ≥ 0,

στο σημείο P (−1, 0, π).
Λύση: Το σημείο P (−1, 0, π) αντιστοιχεί στην τιμή της παραμέτρου t = π. Εδώ(dx

dt
,
dy

dt
,
dz

dt

)
=

(
(cos t)′, (sin t)′, t′

)
=

(
− sin t, cos t, 1

)
,

οπότε το διάνυσμα της ταχύτητας στο σημείο P (−1, 0, π) είναι:

v = (− sinπ, cos π, 1) = (0,−1, 1).

Τώρα η εφαπτομένη της καμπύλης στο σημείο P είναι η ευθεία που διέρχεται από το σημείο
P (−1, 0, π) και είναι παράλληλη προς το διάνυσμα v. Άρα οι παραμετρικές εξισώσεις της
εφαπτομένης της κυκλικής έλικας στο σημείο P είναι:

x = −1 + 0 · t, y = 0 + (−1) · t, z = π + 1 · t, t ∈ R

⇔ x = −1, y = −t, z = π + t, t ∈ R.

□

Πρόταση 2.1. Έστω u και v δύο παραγωγίσιμες διανυσματικές συναρτήσεις, λ ∈ R, και f μια
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πραγματική συνάρτηση. Τότε

1.
d

dt

[
u(t) + v(t)

]
= u′(t) + v′(t)

2.
d

dt

[
λu(t)

]
= λu′(t)

3.
d

dt

[
f(t)u(t)

]
= f ′(t)u(t) + f(t)u′(t)

4.
d

dt

[
u(t) · v(t)

]
= u′(t) · v(t) + u(t) · v′(t)

5.
d

dt

[
u(t)× v(t)

]
= u′(t)× v(t) + u(t)× v′(t)

6.
d

dt

[
u
(
f(t)

)]
= f ′(t)u′(f(t))

□

Τέλος, το ορισμένο ολοκλήρωμα μιας συνεχούς διανυσματικής συνάρτησης r(t) ορίζεται με
τη βοήθεια των ολοκληρωμάτων των συνιστωσών συναρτήσεων f, g, h:∫ b

a

r(t) dt =

(∫ b

a

f(t) dt

)
i+

(∫ b

a

g(t) dt

)
j +

(∫ b

a

h(t) dt

)
k. (5)

Επιπλέον, μπορούμε να επεκτείνουμε το Θεμελιώδες Θεώρημα του Απειροστικού Λογισμού
για συνεχείς διανυσματικές συναρτήσεις:∫ b

a

r(t) dt = R(t)|ba = R(b)−R(a),

όπου R είναι μια αντιπαράγωγος της r, δηλαδή R′(t) = r(t). Ακόμη, χρησιμοποιούμε το
σύμβολο

∫
r(t) dt για το αόριστο ολοκλήρωμα (όλες τις αντιπαραγώγους της r).

Παράδειγμα. Αν r(t) = 2 cos t i+ sin t j + 2tk, τότε∫
r(t) dt =

(∫
2 cos t dt

)
i+

(∫
sin t dt

)
j +

(∫
2t dt

)
k

= 2 sin t i− cos t j + t2 k +C,

όπου C είναι μια διανυσματική σταθερά ολοκλήρωσης.
Επιπλέον, ∫ π/2

0

r(t) dt =
[
2 sin t i− cos t j + t2 k

]π/2
0

= 2 i+ j +
π2

4
k.

□
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Ασκήσεις

1. Βρείτε το πεδίο ορισμού των διανυσματικών συναρτήσεων:
(i) r(t) =

(√
4− t2, e−3t, ln(t+ 1)

)
,

(ii) r(t) = t−2
t+2

i+ sin t j + ln(9− t2)k.

2. Βρείτε μια διανυσματικη εξίσωση, και παραμετρικές εξισώσεις, για το ευθύγραμμο
τμήμα που ενώνει τα σημεία P (1, 0, 1) και Q(2, 3, 1).

3. Όταν δύο αντικείμενα κινούνται κατά μήκος δύο διαφορετικων καμπυλών του χώρου
πολλές φορές είναι σημαντικό να γνωρίζουμε αν αυτά θα συγκρουστούν. (Π.χ. θα πετύ-
χει ένα βλήμα έναν κινούμενο στόχο; Θα συγκρουστούν δύο αεροπλάνα;) Οι καμπύλες
μπορεί να τέμνονται αλλά, επιπλέον, θα πρέπει να γνωρίζουμε αν τα δύο αντικειμενα
βρίσκονται στην ίδια θέση την ίδια χρονική στιγμή.

Έστω λοιπόν ότι δύο σωματίδια κινούνται κατά μήκος των καμπυλών του χώρου που
ορίζονται από τις διανυσματικες συναρτήσεις r1(t) = (t, t2, t3) και r2(t) = (1+2t, 1+

6t, 1 + 14t). Τα σωματίδια αυτά θα συγκρουστούν ή όχι; Οι πορείες τους τέμνονται ή
όχι;

4. Βρείτε το διάνυσμα της ταχύτητας και τις παραμετρικές εξισώσεις της εφαπτομένης
της καμπύλης

r(t) = cos t i+ 3t j + 2 sin 2tk, t ≥ 0,

στο σημείο P (1, 0, 0).

5. Βρείτε τις παραμετρικές εξισώσεις της εφαπτομένης της καμπύλης, που ορίζεται με τις
παραμετρικές εξισώσεις

x = t, y = e−t, z = 2t− t2,

στο σημείο P (0, 1, 0).

6. Αν
r(t) = t i+ t2 j + t3 k, t ≥ 0,

βρείτε τα r′(t), T (1), r′′(t) και r′(t)× r′′(t).

7. Υπολογίστε το ολοκλήρωμα∫ 1

0

(
16t3 i− 9t2 j + 25t4 k

)
dt

8. Υπολογίστε το ολοκλήρωμα ∫ 1

0

(
1et i+ 2t j + ln tk

)
dt
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Σημείωση: Το παρόν υλικό δεν αποτελεί αυτόνομο διδακτικό υλικό, βασίζεται στην προτει-
νόμενη βιβλιογραφία του μαθήματος, και αποτελεί ένα περίγραμμα των παραδόσεων του μα-
θήματος. Ειδικότερα, αποτελεί υλικό της διδασκαλίας του μαθήματος από το διδάσκοντα και
παρακαλώ να μη χρησιμοποιηθεί, αναπαραχθεί, και διανεμηθεί για άλλο σκοπό. Κάποια από
τα σχήματα του κεφαλαίου αυτού έχουν παρθεί από τα βιβλία που αναφέρονται στη βιβλιο-
γραφία.
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