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1 Καρτεσιανόσύστημασυντεταγμένωνστις τρεις διαστά-
σεις

Όπως έχουμε δει για να εντοπίσουμε ένα σημείο στο επίπεδο θα πρέπει να γνωρίζουμε δύο
αριθμούς. Ξεκινάμε ορίζοντας ως άξονες δύο κάθετες ευθείες οι οποίες τέμνονται στο σημείο
O. Συνήθως, η μία ευθεία είναι οριζόντια και την αποκαλούμε άξονα των x και η άλλη κα-
τακόρυφη και την αποκαλούμε άξονα των y. Τότε σε κάθε σημείο του επιπέδου P μπορούμε
να αντιστοιχίσουμε ένα μοναδικό διατεταγμένο ζεύγος αριθμών ως εξής: Από το σημείο P

φέρνουμε κάθετες προς τους άξονες των x και y και έστω ότι τους τέμνουν στα σημεία a

και b, αντίστοιχα. Υπενθυμίζουμε ότι ο αριθμός a λέγεται τετμημένη του σημείου P , και ο b

λέγεται τεταγμένη του σημείου P . Λέμε επίσης ότι το σημείο P έχει συντεταγμένες (a, b),
και γράφουμε P (a, b).
Εργαζόμενοι αντίστροφα μπορούμε να αντιστοιχίσουμε σε κάθε διατεταγμένο ζεύγος αριθ-
μών (a, b) ένα μοναδικό σημείοP του επιπέδου. Για το λόγο αυτό δεν θα κάνουμε στη συνέχεια
διάκριση μεταξύ του σημείου P και του ζεύγους (a, b) και θα λέμε συχνά «το σημείο (a, b)».
Τώρα, για να αναπαραστήσουμε σημεία στον χώρο εργαζόμαστε ανάλογα. Ορίζουμε ένα
σημείο O στο χώρο ως αρχή των αξόνων και τρεις ευθείες, κάθετες ανά δύο, που ονομάζουμε
αξονές των x, y και z. Συνήθως θεωρούμε ότι οι άξονες των x, y βρίσκονται στο οριζόντιο
επίπεδο και ο άξονας των z είναι κατακόρυφος, βλ. Σχήμα 1 (αριστερά). Οι τρεις άξονες
συντεταγμένων καθορίζουν τρία επίπεδα συντεταγμένων ως εξής: Το xy επίπεδο είναι το
επίπεδο που περιέχει τους άξονες x και y, το yz επίπεδο είναι το επίπεδο που περιέχει τους
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άξονες y και z, και το xz επίπεδο είναι το επίπεδο που περιέχει τους άξονεςx και z, βλ. Σχήμα 1
(δεξιά). Τα τρία αυτά επίπεδα χωρίζουν το χώρο σε οκτώ μέρη που λέγονται οκτημόρια.

THREE-DIMENSIONAL COORDINATE SYSTEMS

To locate a point in a plane, two numbers are necessary. We know that any point in 
the plane can be represented as an ordered pair of real numbers, where is the 
-coordinate and is the -coordinate. For this reason, a plane is called two-dimensional.

To locate a point in space, three numbers are required. We represent any point in space by
an ordered triple of real numbers.

In order to represent points in space, we first choose a fixed point (the origin) and
three directed lines through that are perpendicular to each other, called the coordinate
axes and labeled the -axis, -axis, and -axis. Usually we think of the - and -axes as
being horizontal and the -axis as being vertical, and we draw the orientation of the axes
as in Figure 1. The direction of the -axis is determined by the right-hand rule as illus-
trated in Figure 2: If you curl the fingers of your right hand around the -axis in the direc-
tion of a counterclockwise rotation from the positive -axis to the positive -axis, then
your thumb points in the positive direction of the -axis.

The three coordinate axes determine the three coordinate planes illustrated in Fig-
ure 3(a). The -plane is the plane that contains the - and -axes; the -plane contains
the - and -axes; the -plane contains the - and -axes. These three coordinate planes
divide space into eight parts, called octants. The first octant, in the foreground, is deter-
mined by the positive axes.

Because many people have some difficulty visualizing diagrams of three-dimensional
figures, you may find it helpful to do the following [see Figure 3(b)]. Look at any bottom
corner of a room and call the corner the origin. The wall on your left is in the -plane, the
wall on your right is in the -plane, and the floor is in the -plane. The -axis runs along
the intersection of the floor and the left wall. The -axis runs along the intersection of the
floor and the right wall. The -axis runs up from the floor toward the ceiling along the inter-
section of the two walls. You are situated in the first octant, and you can now imagine seven
other rooms situated in the other seven octants (three on the same floor and four on the
floor below), all connected by the common corner point .

Now if is any point in space, let be the (directed) distance from the -plane to 
let be the distance from the -plane to and let be the distance from the -plane to

. We represent the point by the ordered triple of real numbers and we call ,
, and the coordinates of ; is the -coordinate, is the -coordinate, and is the 
-coordinate. Thus, to locate the point , we can start at the origin and move units

along the -axis, then units parallel to the -axis, and then units parallel to the -axis
as in Figure 4.
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Σχήμα 1: Άξονες συντεταγμένων (αριστερά) και τα επίπεδα xy, yz και xz (δεξιά).

Επομένως, μπορούμε κάθε σημείο P στο χώρο να το αντιστοιχίσουμε με μια διατεταγμένη
τριάδα αριθμών (a, b, c), που λέγονται συντεταγμένες του σημείου P , βλ. Σχήμα 2. Καταρ-
χήν, από το σημείο P φέρνουμε κάθετη προς το xy επίπεδο που το τέμνει στο σημείο Q. Η
τετμημένη του Q είναι a, ενώ η τεταγμένη του είναι b. Η αλγεβρική τιμή του ευθύγραμμου
τμήματος PQ είναι c.
Αν γνωρίζουμε τις συντεταγμένες (a, b, c) εντοπίζουμε το σημείοP ως εξής: Ξεκινάμε από την
αρχή O και κινούμαστε a μονάδες κατά μήκος του x–άξονα, μετά b μονάδες παράλληλα με
τον y–άξονα, και τέλος c μονάδες παράλληλα με τον z–άξονα. Το σημείοQ που προκύπτει ως
σημείο τομής της κάθετης από το P προς το xy επίπεδο με το επίπεδο αυτό λέγεται προβολή
του P στο xy επίπεδο και έχει συντεταγμένες (a, b, 0). Ανάλογα ορίζεται η προβολή του P
στο yz επίπεδο, που είναι το σημείο R και έχει συντεταγμένες (0, b, c), και η προβολή του P
στο xz επίπεδο, που είναι το σημείο S και έχει συντεταγμένες (a, 0, c).

The point determines a rectangular box as in Figure 5. If we drop a perpen-
dicular from to the -plane, we get a point with coordinates called the pro-
jection of on the -plane. Similarly, and are the projections of on
the -plane and -plane, respectively.

As numerical illustrations, the points and are plotted in Fig-
ure 6.

The Cartesian product is the set of all ordered
triples of real numbers and is denoted by . We have given a one-to-one correspon-
dence between points in space and ordered triples in . It is called a three-
dimensional rectangular coordinate system. Notice that, in terms of coordinates, the
first octant can be described as the set of points whose coordinates are all positive.

In two-dimensional analytic geometry, the graph of an equation involving and is a
curve in . In three-dimensional analytic geometry, an equation in , , and represents
a surface in .

EXAMPLE 1 What surfaces in are represented by the following equations?
(a) (b)

SOLUTION
(a) The equation represents the set , which is the set of all points
in whose -coordinate is . This is the horizontal plane that is parallel to the -plane
and three units above it as in Figure 7(a).

(b) The equation represents the set of all points in whose -coordinate is 5.
This is the vertical plane that is parallel to the -plane and five units to the right of it as
in Figure 7(b). M
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Σχήμα 2: Καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων στον τριδιάστατο χώρο.
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Θα συμβολίζουμε με R3 το σύνολο όλων των διατεταγμένων τριάδων (x, y, z), όπου x, y, z ∈
R.
Όπως γνωρίζουμε από τη γεωμετρία του επιπέδου μια εξίσωση που συνδέει τα x και y περι-
γράφει μια καμπύλη στο επίπεδο R2. Στις τρεις διαστάσεις μια εξίσωση που συνδέει τα x, y
και z περιγράφει μια επιφάνεια στον R3.
Παράδειγμα. Ποιές επιφάνειες του R3 περιγράφουν οι εξισώσεις:

(α) z = 3, (β) y = 5;

(α) Η εξίσωση z = 3 περιγράφει το σύνολο των σημείων του χώρου με συντεταγμένες (x, y, 3),
x, y ∈ R. Αυτό είναι το οριζόντιο επίπεδο που είναι παράλληλο στο xy επίπεδο και βρίσκεται
3 μονάδες ψηλότερα (βλ. Σχήμα 3α).

The point determines a rectangular box as in Figure 5. If we drop a perpen-
dicular from to the -plane, we get a point with coordinates called the pro-
jection of on the -plane. Similarly, and are the projections of on
the -plane and -plane, respectively.

As numerical illustrations, the points and are plotted in Fig-
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(α) (β)

Σχήμα 3: Τα επίπεδα (α) z = 3, (β) y = 5 στον τριδιάστατο χώρο R3.

(β) Η εξίσωση y = 5 περιγράφει το σύνολο των σημείων του χώρου με συντεταγμένες (x, 5, z),
x, z ∈ R. Αυτό είναι το κατακόρυφο επίπεδο που είναι παράλληλο στο xz επίπεδο και βρί-
σκεται 5 μονάδες δεξιότερα (βλ. Σχήμα 3β). □

Γενικά, αν k είναι μια σταθερά, τότε η εξίσωση x = k παριστάνει ένα επίπεδο που είναι
παράλληλο στο yz επίπεδο, η εξίσωση y = k παριστάνει ένα επίπεδο που είναι παράλληλο
στο xz επίπεδο, και η εξίσωση z = k παριστάνει ένα επίπεδο που είναι παράλληλο στο
xy επίπεδο. Π.χ., οι έδρες του ορθογώνιου κουτιού του Σχήματος 2 είναι τα τρία επίπεδα
συντεταγμένων x = 0 (yz επίπεδο), y = 0 (xz επίπεδο), z = 0 (xy επίπεδο), και τα επίπεδα
x = a, y = b και z = c.
Ο γνωστός μας τύπος για την απόσταση δύο σημείων του επιπέδου γενικεύεται εύκολα και
για την περίπτωση δύο σημείων του R3.

Απόσταση δύο σημείων στον τριδιάστατο χώρο: Η απόσταση |P1P2| μεταξύ των
σημείων P1(x1, y1, z1) και P2(x2, y2, z2) είναι

|P1P2| =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2. (1)
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Απόδειξη: Κατασκευάζουμε το ορθογώνιο κουτί του Σχήματος 4, στο οποίο τα σημεία P1 και
P2 είναι άκρα μιας διαγωνίου και οι έδρες του είναι παράλληλες στα επίπεδα συντεταγμένων.
Παρατηρούμε ότι το τρίγωνο P1BP2 είναι ορθογώνιο, οπότε από το Πυθαγόρειο Θεώρημα
έχουμε ότι:

|P1P2|2 = |P1B|2 + |BP2|2. (2)

Επιπλέον, το τρίγωνο P1AB είναι ορθογώνιο, οπότε και πάλι από το Πυθαγόρειο Θεώρημα
έχουμε ότι:

|P1B|2 = |P1A|2 + |AB|2. (3)

When an equation is given, we must understand from the context whether it rep-
resents a curve in or a surface in . In Example 1, represents a plane in , but
of course can also represent a line in if we are dealing with two-dimensional ana-
lytic geometry. See Figure 7(b) and (c).

In general, if is a constant, then represents a plane parallel to the -plane,
is a plane parallel to the -plane, and is a plane parallel to the -plane. In

Figure 5, the faces of the rectangular box are formed by the three coordinate planes 
(the -plane), (the -plane), and (the -plane), and the planes , ,
and .

EXAMPLE 2 Describe and sketch the surface in represented by the equation .

SOLUTION The equation represents the set of all points in whose - and -coordinates
are equal, that is, . This is a vertical plane that intersects the 

-plane in the line , . The portion of this plane that lies in the first octant is
sketched in Figure 8. M

The familiar formula for the distance between two points in a plane is easily extended
to the following three-dimensional formula.

DISTANCE FORMULA IN THREE DIMENSIONS The distance between the
points and is

To see why this formula is true, we construct a rectangular box as in Figure 9, where 
and are opposite vertices and the faces of the box are parallel to the coordinate planes.
If and are the vertices of the box indicated in the figure, then

Because triangles and are both right-angled, two applications of the Pythago-
rean Theorem give

and

Combining these equations, we get
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Σχήμα 4: Απόσταση |P1P2| των σημείων P1(x1, y1, z1) και P2(x2, y2, z2).

Αντικαθιστούμε την (3) στην (2) και έχουμε

|P1P2|2 = |P1A|2 + |AB|2 + |BP2|2

= |x2 − x1|2 + |y2 − y1|2 + |z2 − z1|2

= (x2 − x1)
2 + (y2 − y1)

2 + (z2 − z1)
2

⇔ |P1P2| =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2.

□
Παράδειγμα. Η απόσταση των σημείων A(−1, 2, 7) και B(−3, 1, 5) είναι:

|AB| =
√
(−1 + 3)2 + (2− 1)2 + (7− 5)2 =

√
4 + 1 + 4 = 3.

Παράδειγμα. Βρείτε την εξίσωση της σφαίρας με κέντρο το σημείο P0(x0, y0, z0) και ακτίνα
a.
Από τον ορισμό της η σφαίρα είναι το σύνολο των σημείων P (x, y, z) του χώρου, όπου η
απόστασή τους από το P0(x0, y0, z0) είναι σταθερή και ίση με a. Άρα το σημείο P θα ανήκει
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στη σφαίρα αν και μόνον αν |PP0| = a. Επομένως

|PP0| = a ⇔ |PP0|2 = a2 ⇔ (x− x0)
2 + (y − y0)

2 + (z − z0)
2 = a2.
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Z Distance and Spheres in Space 
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FIGURE 12.5 We find the distance 
between PI and P2 by applying the 
Pythagorean theorem to the right 
triangles PIAB and PIBP2. 
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FIGURE 12.6 The sphere of radius a 
centered at the point (xo,Yo, zo). 

The formula for the distance between two points in the xy-plane extends to points in space. 

The Distance Between P1(XhYh Zl) and P2(X2,Y2, Z2) is 

IPIP21 = V(X2 - XI)2 + (Y2 - YI)2 + (Z2 - ZI)2 

Proof We construct a rectangular box with faces parallel to the coordinate planes and the 
points PI and P2 at opposite comers of the box (Figure 12.5). If A(X2, YI, zd and 
B(X2, Y2, Zl) are the vertices of the box indicated in the figure, then the three box edges 
P I A, AB, and BP2 have lengths 

Because triangles PIBP2 and PIAB are both right-angled, two applications of the 
Pythagorean theorem give 

IPIP212 = IPIBI 2 + IBP21 2 

(see Figure 12.5). 

and 

So 

IPIP212 = IPIBI 2 + IBP21 2 

Therefore 

IPIA 12 + IABI2 + IBP212 

IX2 - xl1 2 + IY2 - YI1 2 + IZ2 - zI1 2 

= (X2 - XI)2 + (Y2 - Ylf + (Z2 - zlf 

Substitute 
IP]BI 2 = IP]AI 2 + IABI2 . 

EXAMPLE 3 The distance between PI(2, 1,5) and P2( -2,3,0) is 

IPIP21 = V(-2 - 2f + (3 - 1)2 + (0 - 5)2 

= V16 + 4 + 25 

= V45 I"::j 6.708. 

• 

• 
We can use the distance formula to write equations for spheres in space (Figure 12.6). 

A point P(x, y, z) lies on the sphere of radius a centered at Po(xo,Yo, zo) precisely when 
IPoPI = a or 

The Standard Equation for the Sphere of Radius a and Center (xo,Yo, zo) 

(x - xof + (y - YO)2 + (z - zO)2 = a2 

EXAMPLE 4 Find the center and radius of the sphere 

x 2 + y2 + z2 + 3x - 4z + 1 = O. 

SoLution We find the center and radius of a sphere the way we find the center and radius 
of a circle: Complete the squares on the X-, Y-, and z-terms as necessary and write each 

Σχήμα 5: Σφαίρα με κέντρο το σημείο P0(x0, y0, z0) και ακτίνα a.

Εξίσωση σφαίρας: Η εξίσωση της σφαίρας με κέντρο το σημείο P0(x0, y0, z0) και
ακτίνα a είναι

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 + (z − z0)
2 = a2. (4)

Ειδικότερα, αν το κέντρο είναι η αρχή των αξόνων (0, 0, 0), τότε η εξίσωση είναι

x2 + y2 + z2 = a2.

Παράδειγμα. Δείξτε ότι η εξίσωση x2+ y2+ z2+4x− 6y+2z+6 = 0 παριστάνει σφαίρα,
και βρείτε το κέντρο και την ακτίνα της.
Λύση: Για να φέρουμε την εξίσωση αυτή στη μορφή (4) κάνουμε συμπλήρωση τετραγώνου
και έχουμε:

x2 + y2 + z2 + 4x− 6y + 2z + 6 = 0

⇔ (x2 + 4x+ 4)− 4 + (y2 − 6y + 9)− 9 + (z2 + 2z + 1)− 1 + 6 = 0

⇔ (x+ 2)2 + (y − 3)2 + (z + 1)2 = 4 + 9 + 1− 6

⇔ (x+ 2)2 + (y − 3)2 + (z + 1)2 = 8.

Άρα αν συγκρίνουμε την εξίσωση αυτή με την (4) βλέπουμε ότι πράγματι παριστάνει σφαίρα
με κέντρο το σημείο (−2, 3,−1) και ακτίνα

√
8 = 2

√
2. □
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2 Διανύσματα

Ο όρος διάνυσμα (vector) χρησιμοποιείται για να δηλώσει μια ποσότητα η οποία για να
οριστεί πλήρως πρέπει να γνωρίζουμε το μέτρο της, και την κατεύθυνσή της (διεύθυνση και
φορά). Παραδείγματα διανυσματικών ποσοτήτων είναι η δύναμη, η μετατόπιση, η ταχύτητα
του ανέμου, κ.ά. Αντίθετα, ποσότητες (όπως π.χ., το εμβαδόν, το μήκος, η θερμοκρασία) που
περιγράφονται πλήρως αν γνωρίζουμε το μέγεθός τους ονομάζονται βαθμωτές (scalar). Πολ-
λές φορές αναπαριστούμε ένα διάνυσμα ως ένα προσανατολισμένο ευθύγραμμο τμήμα, δη-
λαδή ως ένα ευθύγραμμο τμήμα του οποίου το ένα άκρο ονομάζεται αρχή του διανύσματος
(ή σημείο εφαρμογής) και το άλλο άκρο πέρας του διανύσματος. Ένα διάνυσμα με αρχή το
A και πέρας το B συμβολίζεται με −→AB και παριστάνεται με ένα βέλος που ξεκινά από το
A και καταλήγει στο B. Άλλοι τρόποι που χρησιμοποιούνται για το συμβολισμό των διανυ-
σμάτων περιλαμβάνουν έντονα γράμματα του ελληνικού ή λατινικού αλφαβήτου (π.χ. a) ή
μικρά γράμματα με ένα βέλος (π.χ. a⃗).

Έστω −→
AB ένα μη μηδενικό διάνυσμα. Τότε

• ονομάζουμε φορέα του −→AB την ευθεία πάνω στην οποία βρίσκεται το διάνυσμα.

• Αν δύο μη μηδενικά διανύσματα−→
AB και−−→CD έχουν τον ίδιο φορέα ή παράλληλους φο-

ρείς λέγονται συγγραμμικά ή παράλληλα και τότε λέμε ότι έχουν ίδια διεύθυνση.
Τα συγγραμμικά διανύσματα −→

AB και −−→CD λέγονται ομόρροπα όταν έχουν την ίδια
φορά, και αντίρροπα όταν έχουν αντίθετη φορά. Αν δύο διανύσματα έχουν ίδια διεύ-
θυνση και είναι ομόρροπα τότε λέμε ότι έχουν ίδια κατεύθυνση, ενώ αν έχουν ίδια
διεύθυνση και είναι αντίρροπα τότε λέμε ότι έχουν αντίθετη κατεύθυνση.

• Μέτρο του διανύσματος −→AB ονομάζεται το μήκος του ευθύγραμμου τμήματος AB και
συμβολίζεται με |−→AB|. Αν ένα διάνυσμα έχει μέτρο 1 θα το λέμε μοναδιαίο.

• Θα λέμε μηδενικό το διάνυσμα στο οποίο η αρχή και το πέρας συμπίπτουν και θα το
συμβολίζουμε με 0.

• Θα λέμε ότι τα διανύσματα u και v είναι ίσα, και θα γράφουμε u = v, αν τα u και v
έχουν ίσα μέτρα και ίδια κατεύθυνση, βλ. Σχήμα 6.

• Θα λέμε ότι τα διανύσματα u και v είναι αντίθετα, και θα γράφουμε u = −v, αν τα
u και v έχουν ίσα μέτρα και αντίθετη κατεύθυνση.

Έστω u και v δύο μη μηδενικά διανύσματα. Ορίζουμε ως άθροισμα των u και v και συμβο-
λίζουμε με u+ v, το διάνυσμα που κατασκευάζεται ως εξής: Μεταφέρουμε τα διανύσματα u
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A

B

C

D

~u ~v

Σχήμα 6: Ίσα διανύσματα u = v.

~u

~v

~v

~u

~u+ ~v

Σχήμα 7: Ο κανόνας του παραλληλογράμμου για το άθροισμα των διανυσμάτων u και v.

και v έτσι ώστε να έχουν κοινή αρχή, και κατασκευάζουμε ένα παραλληλόγραμμο όπως βλέ-
πουμε στο Σχήμα 7. Τότε τοu+v είναι το διάνυσμα που βρίσκεται κατά μήκος της διαγωνίου
του παραλληλογράμμου με αρχή την κοινή αρχή των διανυσμάτων u και v.
Αν λ ∈ R καιu είναι ένα διάνυσμα, τότε ορίζουμε το βαθμωτό γινόμενο λu να είναι το διά-
νυσμα με μέτρο λ |u|, και κατεύθυνση ίδια με του u αν λ > 0, ενώ αντίθετη στην κατεύθυνση
του u αν λ < 0.

~u
1

2
~u

2~u

−

1

2
~u

Σχήμα 8: Βαθμωτά γινόμενα του u.

Ορίζουμε ως διαφορά των διανυσμάτων u και v το διάνυσμα

u− v = u+ (−v).

Για παράδειγμα, στο Σχήμα 9 βλέπουμε τα διανύσματα u, v και τον τρόπο υπολογισμού του
διανύσματος u− 2v.

2.1 Συνιστώσες διανύσματος

Πολλές φορές μπορούμε να απλοποιήσουμε προβλήματα τα οποία αφορούν διανύσματα με
την εισαγωγή ενός ορθογώνιου συστήματος συντεταγμένων. Αν τοποθετήσουμε την αρχή
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~u ~v

~u

−2~v

~u− 2~v

Σχήμα 9: Τα διανύσματα u, v και u− 2v.

ενός διανύσματος a στην αρχή ενός ορθογώνιου συστήματος συντεταγμένων, τότε το πέρας
του διανύσματος a θα έχει συντεταγμένες τις μορφής (a1, a2) αν είμαστε στις δύο διαστάσεις
ή της μορφής (a1, a2, a3) αν είμαστε στις τρεις διαστάσεις, βλ. Σχήμα 10.

~a ~a

O
O

(a1, a2) (a1, a2, a3)

x

y

x

y

z

Σχήμα 10: Τα διανύσματα a = (a1, a2) (δεξιά), και a = (a1, a2, a3) (αριστερά).

Οι συντεταγμένες αυτές λέγονται συνιστώσες του διανύσματος και γράφουμε

a = (a1, a2) ή a = (a1, a2, a3).

Για παράδειγμα, όλα τα διανύσματα του Σχήματος 11 είναι ίσα με το διάνυσμα −→
OP = (3, 2),

που έχει ως πέρας το σημείο P (3, 2). Μπορούμε να θεωρήσουμε όλα αυτά τα διανύσματα ως
αναπαραστάσεις του αλγεβρικού διανύσματος a = (3, 2). Η συγκεκριμένη αναπαράσταση
−→
OP από την αρχή των αξόνων μέχρι το σημείο P (3, 2) λέγεται διάνυσμα θέσης του σημείου
P . Ανάλογα ισχύουν και για διανύσματα στις τρεις διαστάσεις.

So we can construct by first drawing the negative of , , and then adding it to
by the Parallelogram Law as in Figure 8(a). Alternatively, since the vec-
tor , when added to , gives . So we could construct as in Figure 8(b) by
means of the Triangle Law.

EXAMPLE 2 If are the vectors shown in Figure 9, draw .

SOLUTION We first draw the vector pointing in the direction opposite to and twice
as long. We place it with its tail at the tip of and then use the Triangle Law to draw

as in Figure 10.

M

COMPONENTS

For some purposes it’s best to introduce a coordinate system and treat vectors algebra-
ically. If we place the initial point of a vector at the origin of a rectangular coordinate
system, then the terminal point of has coordinates of the form or ,
depending on whether our coordinate system is two- or three-dimensional (see Figure 11).
These coordinates are called the components of and we write

or

We use the notation for the ordered pair that refers to a vector so as not to confuse
it with the ordered pair that refers to a point in the plane.

For instance, the vectors shown in Figure 12 are all equivalent to the vector
OP
l

whose terminal point is . What they have in common is that the ter-
minal point is reached from the initial point by a displacement of three units to the right 
and two upward. We can think of all these geometric vectors as representations of the 

FIGURE 12
Representations of the vector a=k3, 2l

(1, 3)

(4, 5)

x

y

0

P(3, 2)

P!3, 2"! #3, 2 $

!a1, a2"
#a1, a2 $

a ! #a1, a2, a3 $a ! #a1, a2 $

a

!a1, a2, a3"!a1, a2"a
a

FIGURE 9

a

b

FIGURE 10

a_2b

a-2b

a ! !"2b"
a

b"2b

a " 2ba and b

FIGURE 8
Drawing u-v (a)

uv

u-v

_v

(b)

v

u-v

u

u " vuvu " v
v ! !u " v" ! u,

u"vvu " v

808 | | | | CHAPTER 13 VECTORS AND THE GEOMETRY OF SPACE

FIGURE 11

a=ka¡, a™l

a=ka¡, a™, a£l

(a¡, a™)

O

y

x

a

z

x y

a
O

(a¡, a™, a£)

Σχήμα 11: Διάφορες αναπαραστάσεις του διανύσματος a = (3, 2).
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Δεν είναι δύσκολο να δούμε ότι αν γνωρίζουμε τα σημεία A(x1, y1, z1) και B(x2, y2, z2), τότε
το διάνυσμα a που αναπαριστά το −→

AB είναι

a = (x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1).

Επίσης, το μέτρο του διδιάστατου διανύσματος a = (a1, a2) είναι

|a| =
√

a21 + a22,

ενώ το μέτρο του τριδιάστατου διανύσματος a = (a1, a2, a3) είναι

|a| =
√

a21 + a22 + a23.

Αν έχουμε δύο διδιάστατα διανύσματα a = (a1, a2) και b = (b1, b2), και λ είναι ένας αριθμός,
τότε

a+ b = (a1 + b1, a2 + b2),

a− b = (a1 − b1, a2 − b2),

λa = (λa1, λa2).

Ανάλογα για τριδιάστατα διανύσματα έχουμε

(a1, a2, a3) + (b1, b2, b3) = (a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3),

(a1, a2, a3)− (b1, b2, b3) = (a1 − b1, a2 − b2, a3 − b3),

λ(a1, a2, a3) = (λa1, λa2, λa3).

Όλα τα παραπάνω μπορούν να γενικευθούν και για περισσότερες διαστάσεις. Γενικά, ένα
διάνυσμα στις n διαστάσεις είναι μια διατεταγμένη n-άδα αριθμών

a = (a1, a2, . . . , an),

όπου τα a1, a2, . . . , an είναι πραγματικοί αριθμοί και λέγονται συνιστώσες του a. Τότε η
πρόσθεση και ο βαθμωτός πολλαπλασιασμός ορίζονται ακριβώς όπως και στις περιπτώσεις
n = 2 και n = 3.

Ιδιότητες διανυσμάτων: Αν a και b είναι διανύσματα και λ, µ είναι αριθμοί, τότε ισχύουν
οι ακόλουθες ιδιότητες.

1. a+ b = b+ a

2. a+ (b+ c) = (a+ b) + c

3. a+ 0 = a

9



4. a+ (−a) = 0

5. λ(a+ b) = λa+ λb

6. (λ+ µ)a = λa+ µa

7. (λµ)a = λ(µa)

8. 1a = a.

Στις τρεις διαστάσεις τα ακόλουθα τρία διανύσματα, που ονομάζονται μοναδιαία διανύ-
σματα βάσης, έχουν ιδιαίτερη σημασία:

i = (1, 0, 0), j = (0, 1, 0), k = (0, 0, 1).

x

y

x

y

z

~ı

~

~ı ~

~k

Σχήμα 12: Μοναδιαία διανύσματα βάσης στις δύο και τρεις διαστάσεις.

Όπως βλέπουμε και στο Σχήμα 12 (δεξιά) τα διανύσματα i, j,k έχουν μέτρο 1, και κατεύθυνση
αυτή των θετικών x, y, z ημιαξόνων, αντίστοιχα. Ανάλογα, στις δύο διαστάσεις ορίζουμε τα
διανύσματα i = (1, 0) και j = (0, 1), βλ. Σχήμα 12 (αριστερά).
Τώρα, αν a = (a1, a2, a3) είναι οποιοδήποτε διάνυσμα στις τρεις διαστάσεις έχουμε

a = (a1, a2, a3) = (a1, 0, 0) + (0, a2, 0) + (0, 0, a3)

= a1(1, 0, 0) + a2(0, 1, 0) + a3(0, 0, 1)

= a1i+ a2j + a3k.

Άρα είδαμε ότι μπορούμε κάθε διάνυσμα στις τρεις διαστάσεις να το εκφράσουμε με τη βοή-
θεια των τριών διανυσμάτων i, j,k. Π.χ.

a = (−1, 2, 4) = −i+ 2j + 4k.

2.2 Εσωτερικό γινόμενο

Μέχρι τώρα είδαμε πώς προσθέτουμε δύο διανύσματα και πώς πολλαπλασιάζουμε έναν αριθ-
μό επί ένα διάνυσμα. Το ερώτημα που προκύπτει φυσιολογικά είναι αν μπορούμε να πολλα-
πλασιάσουμε δύο διανύσματα έτσι ώστε το αποτέλεσμα να είναι μια χρήσιμη ποσότητα. Στη
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συνέχεια θα δούμε πώς θα ορίσουμε το λεγόμενο εσωτερικό γινόμενο δύο διανυσμάτων, ενώ
στην επόμενη παράγραφο θα ορίσουμε το λεγόμενο εξωτερικό γινόμενο.

Ορισμός 2.1. Έστω a = (a1, a2, a3) και b = (b1, b2, b3) δύο διανύσματα. Τότε ονομάζουμε
εσωτερικό γινόμενο των a και b, και συμβολίζουμε a · b, τον αριθμό που ορίζεται ως

a · b = a1b1 + a2b2 + a3b3.

Ανάλογα για διδιάστατα διανύσματα έχουμε

(a1, a2) · (b1, b2) = a1b1 + a2b2.

Παράδειγμα.

(2, 4) · (3,−1) = 2(3) + 4(−1) = 2.

(−1, 3, 2) · (2,−2, 5) = (−1)2 + 3(−2) + 2(5) = 2.

□

Για το εσωτερικό γινόμενο ισχύουν οι ακόλουθες ιδιότητες. Έστω a, b, c τρία διανύ-
σματα και λ ∈ R. Τότε

1. a · a = |a|2

2. a · b = b · a

3. a · (b+ c) = a · b+ a · c

4. (λa) · b = λ (a · b) = a · (λ b)

5. 0 · a = 0

Οι ιδιότητες αυτές αποδεικνύονται εύκολα με τη βοήθεια του Ορισμού 2.1. Για παράδειγμα
για τις 1 και 3 έχουμε:

1. a · a = (a1, a2, a3) · (a1, a2, a3) = a21 + a22 + a23 = |a|2.
3. a · (b+ c) = (a1, a2, a3) · (b1 + c1, b2 + c2, b3 + c3)

= a1(b1 + c1) + a2(b2 + c2) + a3(b3 + c3) = a1b1 + a1c1 + a2b2 + a2c2 + a3b3 + a3c3

= (a1b1 + a2b2 + a3b3) + (a1c1 + a2c2 + a3c3) = a · b+ a · c.

□
Για το εσωτερικό γινόμενοa·b μπορούμε να δώσουμε και την ακόλουθη γεωμετρική ερμηνεία.
Έστω θ η κυρτή γωνία που σχηματίζουν τα διανύσματα a και b (0 ≤ θ ≤ π), βλ. Σχήμα 13.
Παρατηρήστε ότι αν τα διανύσματα a και b είναι παράλληλα, τότε θ = 0 ή θ = π.
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x

y

z

O

A

B

θ
~a

~b

Σχήμα 13: Η γωνία θ που σχηματίζουν τα διανύσματα a και b.

Τότε ισχύει η ακόλουθη πρόταση:

Πρόταση 2.1. Αν θ είναι η κυρτή γωνία που σχηματίζουν τα διανύσματα a και b, τότε

a · b = |a| |b| cos θ.

Απόδειξη: Από το νόμο των συνημιτόνων στο τρίγωνο
△

OAB του Σχήματος 13 έχουμε

|BA|2 = |OA|2 + |OB|2 − 2 |OA| |OB| cos θ. (5)

Όμως |OA| = |a|, |OB| = |b|, και |BA| = |a− b|, οπότε η (5) γίνεται

|a− b|2 = |a|2 + |b|2 − 2|a| |b| cos θ. (6)

Από τις ιδιότητες του εσωτερικού γινομένου έχουμε

|a− b|2 = (a− b) · (a− b) = a · a− a · b− b · a+ b · b
= |a|2 − 2a · b+ |b|2.

Συνεπώς η (6) παίρνει τη μορφή

|a|2 − 2a · b+ |b|2 = |a|2 + |b|2 − 2|a| |b| cos θ
⇔ −2a · b = −2|a| |b| cos θ ⇔ a · b = |a| |b| cos θ.

□
Παράδειγμα. Αν τα διανύσματα a και b έχουν μέτρα 4 και 6, αντίστοιχα, και σχηματίζουν
γωνία π/3, υπολογίστε το εσωτερικό γινόμενο a · b.
Λύση. Από την Πρόταση 2.1 έχουμε

a · b = |a| |b| cos π
3
= 4 · 6 · 1

2
= 12.
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□
Πόρισμα 2.1. Αν θ είναι η κυρτή γωνία που σχηματίζουν τα διανύσματα a και b, τότε

cos θ =
a · b
|a| |b|

.

Δύο διανύσματα a και b λέγονται ορθογώνια αν η γωνία που σχηματίζουν είναι θ = π/2.
Τότε από την Πρόταση 2.1 έχουμε

a · b = |a| |b| cos π
2
= 0.

Αντίστροφα, αν a · b = 0, τότε cos θ = 0, επομένως θ = π/2. Το μηδενικό διάνυσμα 0 είναι
ορθογώνιο προς κάθε διάνυσμα. Συνεπώς:

Δύο διανύσματα a και b είναι ορθογώνια αν και μόνον αν a · b = 0.

Γωνίες κατεύθυνσης και συνημίτονα κατεύθυνσης.
Οι γωνίες κατεύθυνσης α, β, γ ενός μη μηδενικού διανύσματος v = (a, b, c) ορίζονται ως
εξής:

• α είναι η γωνία που σχηματίζει το διάνυσμα v με το θετικό x–ημιάξονα (0 ≤ α ≤ π),

• β είναι η γωνία που σχηματίζει το διάνυσμα v με το θετικό y–ημιάξονα (0 ≤ β ≤ π),

• γ είναι η γωνία που σχηματίζει το διάνυσμα v με το θετικό z–ημιάξονα (0 ≤ γ ≤ π),

βλ. Σχήμα 14.
Τα συνημίτονα των γωνιών κατεύθυνσης cosα, cos β, cos γ, λέγονται συνημίτονα κατεύ-
θυνσης του διανύσματος v. Εύκολα βλέπουμε από το Πόρισμα 2.1 ότι

cosα =
v · i
|v| |i|

=
a

|v|
.

Ανάλογα, έχουμε ότι
cos β =

b

|v|
και cos γ =

c

|v|
.

Από τις σχέσεις αυτές προκύπτει ότι

cos2 α + cos2 β + cos2 γ = 1,

και
1

|v|
v = (cosα, cos β, cos γ),

η οποία μας λέει ότι τα συνημίτονα κατεύθυνσης του v είναι οι συνιστώσες του μοναδιαίου
διανύσματος στην κατεύθυνση του v. (Η απόδειξη των σχέσεων αυτών αφήνεται ως άσκηση
για τον αναγνώστη.)

13
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Exercises 12.3 

Dot Product and Projections 
In Exercises 1-8, fmd 

L V' u, lvi, lui 
b. the cosine of the angle between v and u 
c. the scalar component ofn in the direction ofv 
d. the vector projy u. 

1. v = 2i - 4j + Vsk, u = -2i + 4j - Vsk 
2. v = (3/5)i + (4/5)k, u = 5i + 12j 
3. v = lOi + 11j - 2k, u = 3j + 4k 
4. v = 2i + 10j - 11k, u = 2i + 2j + k 
5. v = 5j - 3k, u = i + j + k 
6.v=-i+j, u=v2i+V3j+2k 
7. v = 5i + j, u = 2i + Wj 

& v = (:n, u = (:n,-
Angle Between Vectors 

D Find the angles between the vectors in Exercises !l-12 to the nearest 
huodredth of a radian. 

9. u=2i+j, v=i+2j-k 

10. u = 2i - 2j + k, v = 3i + 4k 
11. u = V3i - 7j, v = V3i + j - 2k 

12. u=i+v2j-v2k, v=-i+j+k 
13. TrilUlgle Find the measures of the angles of the mangle whose 

vertices are A = (-1,0), B = (2, I), and C = (I, -2). 
14. Rectangle Find the measures of the angles between the diago-

nals of the rectangle whose vertices are A = (I, O),B = (0,3), 
C = (3,4), andD = (4, I). 

15. Direction angles and direction cosines The direction angles 
a, {3, and "y of a vector v = ai + bj + ck are dermed as follows: 
a is the angle between v and the positive x-axis (0 :s; a :s; '11') 
,B is the angle between v and the positive y-axis (0 '" ,B '" 'IT) 
1 is the angle between v and the positive z-axis (0 '" 1 '" 'IT). 

y 

a. Showthat 
a 

cos a = Fr' b 
cos,B = Fr' c 

cos 1 = Fr' 
and cos2 a + cos2 fj + cos2 'Y = 1. These cosines are called 
the direction cosines of v. 

b. Unit vectors are built from direction cosine. Show that if 
v = ai + bj + ck is a unit vector, then a, b, and c are the 
direction cosines ofv. 

16. Water main construction A water main is to be constructed 
with a 20% grade in the nurth direction and a 10% grade in the 
east direction. Determine the angle 8 required in the water main 
for the turn from nurth to east. 

Theory and Examples 
17. Sums IUld dilJerence. In the accompanying figore, it looks as 

ifvl + V2 and VI - V2 are orthogonal. Is this mere coincidence, 
or are there circumstances uoder which we may expect the som of 
two vectors to be urthogona1 to their difference? Give reasons for 
your answer. 

18. Orthogons1ity on a circle Suppose that AB is the diameter of a 
circle with center 0 and that C is a p-oint on one of the two arcs 
joiningA andB. Show that cA and CB are urthogona1. 

A 

19. Diagonals of a rhombus Show that the diagonals of a rhombus 
(parallelogram with sides of equa1lengtil) are perpendicular. 

Σχήμα 14: Γωνίες κατεύθυνσης του διανύσματος v.

Ορθογώνιες προβολές.
Πολλές φορές θέλουμε να αναλύσουμε ένα διάνυσμα u ως ένα άθροισμα δύο διανυσμάτων,
ενός που είναι παράλληλο μ’ ένα συγκεκριμένο μη μηδενικό διάνυσμα a και ενός που είναι
κάθετο στο a. Αυτό επιτυγχάνεται ως εξής: Τοποθετούμε ταu και a έτσι ώστε να έχουν κοινή
αρχή το σημείο P , βλ. Σχήμα 15. Στη συνέχεια φέρνουμε κάθετη από το πέρας του u προς
τον φορέα του a που τον τέμνει στο σημείο Q και κατασκευάζουμε το διάνυσμα w1 =

−→
PQ.

Κατόπιν, ορίζουμεw2 = u−w1. Τότε τοw1 είναι παράλληλο στο a, ενώ τοw2 είναι κάθετο
στο a, και

w1 +w2 = w1 + (u−w1) = u.

P Q~w1 ~a

~u~w2

Σχήμα 15: Ορθογώνιες προβολές.

Το w1 ονομάζεται ορθογώνια προβολή του u στο a και συμβολίζεται με projau, ενώ το
w2 ονομάζεται κάθετη συνιστώσα του u στο a. Δεν είναι δύσκολο να αποδείξουμε ότι

projau =
u · a
|a|2

a. (7)
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2.3 Εξωτερικό γινόμενο

Σε αυτή την παράγραφο θα ορίσουμε ένα γινόμενο διανυσμάτων που μας δίνει τη δυνατότητα
να κατασκευάσουμε ένα διάνυσμα στον τριδιάστατο χώρο το οποίο να είναι κάθετο σε δύο
δοθέντα διανύσματα.

Ορισμός 2.2. Αν τα u = (u1, u2, u3) και v = (v1, v2, v3) είναι διανύσματα στον τριδιά-
στατο χώρο, τότε ονομάζουμε εξωτερικό γινόμενο των u,v, και συμβολίζουμε με u× v,
το διάνυσμα με συνιστώσες:

u× v = (u2v3−u3v2, u3v1−u1v3, u1v2−u2v1), (8)

ή, χρησιμοποιώντας συμβολισμό οριζουσών,

u× v =

(∣∣∣∣∣ u2 u3

v2 v3

∣∣∣∣∣ ,−
∣∣∣∣∣ u1 u3

v1 v3

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ u1 u2

v1 v2

∣∣∣∣∣
)

(9)

=

∣∣∣∣∣ u2 u3

v2 v3

∣∣∣∣∣ i −

∣∣∣∣∣ u1 u3

v1 v3

∣∣∣∣∣ j +

∣∣∣∣∣ u1 u2

v1 v2

∣∣∣∣∣ k.
Γενικά είναι ευκολότερο αντί να θυμόμαστε τους τύπους (8) και (9) να χρησιμοποιούμε την
έκφραση

u× v =

∣∣∣∣∣∣∣
i j k

u1 u2 u3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣∣ . (10)

Αν και η πρώτη γραμμή της ορίζουσας στο δεξί μέλος της (10) αποτελείται από διανύσματα
αν αναπτύξουμε (κατά τα συνήθη) την ορίζουσα αυτή ως προς την πρώτη γραμμή παίρνουμε
τον τύπο (9).
Χρησιμοποιώντας τον ορισμό μπορούμε να αποδείξουμε το ακόλουθο θεώρημα:

Θεώρημα 2.1. Αν τα u και v είναι διανύσματα στον τριδιάστατο χώρο, τότε

(α) u · (u× v) = 0, ( το u× v είναι ορθογώνιο στο u.)

(β) v · (u× v) = 0, ( το u× v είναι ορθογώνιο στο v.)

(γ) |u× v|2 = |u|2|v|2 − (u · v)2, (ταυτότητα του Lagrange.)

Αν τα u και v είναι μη μηδενικά διανύσματα, τότε μπορεί να αποδειχτεί ότι u × v είναι το
διάνυσμα

u× v =
(
|u| |v| sin θ

)
n, (11)

όπου θ είναι η γωνία που σχηματίζουν τα διανύσματα u και v (0 ≤ θ ≤ π), και n είναι
το μοναδιαίο διάνυσμα που είναι ορθογώνιο στο u και στο v και η κατεύθυνσή του δίνεται

15



από το λεγόμενο «κανόνα του δεξιού χεριού», βλ. Σχήμα 16. Συγκεκριμένα, έστω ότι το u

περιστρέφεται κατά μήκος της γωνίας θ μέχρι να συμπέσει με το v. Αν βάλουμε τα δάχτυλα
του δεξιού χεριού να δείχνουν προς την κατεύθυνση της περιστροφής, τότε ο αντίχειρας
υποδεικνύει την κατεύθυνση του n, και επομένως και του u× v.
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Use this fact and the results of Exercise 31 or 32 to rmd the acute an-
gles betweeo the lines in Exercises 45-50. 

47. V3x - y -2, x - V3y 1 
48. x + V3y 1, (1 - V3)x + (1 + V3)y 8 

45. 
46. V3x-I, -V3x+2 

49. 
50. 12x + 5y 1, 2x - 2y 3 

12.4 _Th_e_C_rn_s_s _Pr_o_du_c_t ________________________________ _ 

FIGURE 12.27 The construction of 
u X v. 

In studying lines in the plane, when we needed to describe how a line was tilting, we used the 
notions of slope and angle of inclination. In space, we want a way to describe how a plane is 
tilting. We accomplish this by multiplying two vectors in the plane together to get a third vec-
tor perpendicular to the plane. The direction of this third vector tells us the ''inclination'' of the 
plane. The product we use to multiply the vectors together is the vector or cross product, the 
second of the two vector multiplication methods. We study the cross product in this section. 

The Cross Product of Two Vectors in Space 
We start with two nonzero vectors u and v in space. Ifu and v are not parallel, they deter-
mine a plane. We select a unit vector n perpendicular to the plane by the right-hand rule. 
TIris means that we choose n to be the unit (normal) vector that points the way your right 
thumb points when your f'mgers curl1hrough the angle 0 from u to v (Figure 12.27). Then 
the cross product u X v ("u cross v") is the vector defined as follows. 

DEFINITION 
u X v (lullvl sinO) n 

Unlike the dot product, the cross product is a vector. For this reason it's also called the 
vector product of u and v, and applies only to vectors in space. The vector u X v is or-
thogonal to both u and v because it is a scalar multiple of n. 

There is a straightforward way to calculate the cross product of two vectors from their 
components. The method does not require that we know the angle between them (as sug-
gested by the definition), but we postpone that calculation momentarily so we can focus 
first on the properties of the cross product. 

Since the sines of 0 and 1f are both zero, it makes sense to define the cross product of 
two parallel nonzero vectors to be O. If one or both of u and v are zero, we also define 
u X v to be zero. TIris way, the cross product of two vectors u and v is zero ifand only ifu 
and v are parallel or one or both of them are zero. 

Parallel Vectors 

Nonzero vectors u and v are parallel if and only if u X v O. 

The cross product obeys the following laws. 

Properties of the Cross Product 
If u, v, and w are any vectors and r, s are scalars, then 
1. (ru) X (sv) (rs)(u X v) 2. u X (v + w) u X v + u X w 
3. v X u -(u X v) 4. (v + w) X u v X u + w X u 

6. u X (v X w) (u'w)v - (u'v)w 

Σχήμα 16: Εξωτερικό γινόμενο u× v των διανυσμάτων u και v.

Για παράδειγμα, εύκολα μπορούμε να δούμε ότι

i× j = k , j × i = −k

j × k = i , k × j = −i

k × i = j , i× k = −j.

Επίσης, δύο διανύσματαa και b θα είναι παράλληλα αν η γωνία που σχηματίζουν είναι θ = 0

ή π. Συνεπώς, από την (11) έχουμε:

Δύο διανύσματα a και b είναι παράλληλα αν και μόνον αν a× b = 0.

Οι κυριότερες ιδιότητες του εξωτερικού γινομένου συνοψίζονται στο επόμενο θέωρημα:

Θεώρημα 2.2. Αν u, v, w είναι διανύσματα στον τριδιάστατο χώρο και λ ∈ R, τότε

1. u× v = −v × u.

2. (λu)× v = λ (u× v) = u× (λv).

3. u× (v +w) = u× v + u×w.

4. (u+ v)×w = u×w + v ×w.

5. u× 0 = 0× u = 0.

6. u× u = 0.
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3 Εξισώσεις ευθείας και επιπέδου στον τριδιάστατο χώρο

3.1 Εξίσωση ευθείας στον τριδιάστατο χώρο

Μια ευθεία στο διδιάστατο χώρο (xy-επίπεδο) καθορίζεται πλήρως αν γνωρίζουμε ένα σημείο
της και την κλίση της, ή αν γνωρίζουμε δύο σημεία της. Τώρα, στον τριδιάστατο χώρο, έστω
L η ευθεία που διέρχεται από το σημείο P0(x0, y0, z0) και είναι παράλληλη στο μη μηδενικό
διάνυσμα v = (a, b, c), βλ. Σχήμα 17. Τότε η ευθεία L αποτελείται από τα σημεία P (x, y, z)

για τα οποία το διάνυσμα −−→
P0P είναι παράλληλο στο διάνυσμα v. Τότε όμως υπάρχει ένα

βαθμωτό t τέτοιο ώστε
−−→
P0P = tv.
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48. Find the volume of a parallelepiped if four of its eight vertices are 
A(O, 0, 0), B(l, 2, 0), C(O, -3,2), and D(3, -4, 5). 

50. Triangle area Find a coacise formula for the area of a triangle 
in the xy-plane with vertices (a" a2), (b" IJ,.), and (q, e2). 

49. TrilUlgie area Find a formula for the area of the triangle in the 
xy-plane with vertices at (0,0), (ai, a2), and (b" b2). Explain 
your work. 

12.5 Lines and Planes in Space 

o 

y 

FIGURE 12.35 A point P lies on L 
through Po parallel to v if and ooly if 
P-;P is a scalar multiple ofv. 

This section shows how to use scalar and vector products to write equations for lines, line 
segments, and planes in space. We will use these representations throughout the rest of the 
book. 

Lines and Line Segments in Space 
In the plane, a line is detennined by a point and a number giving the slope of the line. In 
space a line is detennined by a point and a veclor giving the direction of the line. 

Suppose that L is a line in space passing through a point Po(xo, Yo, zo) paralle.!10 a 
vector v = Vii + v2j + V3k. Then !:...is the set of all points P(x, y, z) for which PoP is 
parallel to v (Figure 12.35). Thus, PoP = tv for some scalar parameter I. The value of I 
depends on the location of the point P along the line, and the domain of I is (-00, 00). 
The expanded form of the equation P-;P = tv is 

(x - xo)i + (y - yoH + (z - zo)k = t(vli + V2j + V3k), 

which can be rewritten as 

xi + yj + zk = xoi + yoj + zok + I(vli + v2j + V3k). (1) 

!fr(l) is the position vector ofa pointP(x,y, z) on the line and ro is the position vector 
of the point Po(XO,YO, zo), then Equation (1) gives the following vector form for the equa-
tion of a line in space. 

Vector Equation for a Line 
A vector equation for the line L through Po(Xo, Yo, xo) parallel to v is 

r(l) = ro + tv, -00 < 1< 00, (2) 

where r is the position vector of a point P(x, y, z) on L and ro is the position 
vector of Po(xo, Yo, zo). 

Equating the corresponding components of the two sides of Equation (1) gives three 
scalar equations involving the parameter I: 

X=Xo+tvt, y=YO+IV2, 
These equations give us the standard parametrization of the line for the parameter interval 
-00<1<00. 

Parametric Equations for a Une 
The standard parametrization of the line through Po(xo, Yo, xo) paraDel to 
v = Vii + V2j + v3kis 

x = Xo + lVI, y = Yo + IV2, Z = Zo + IV3, - 00 < I < 00 (3) 

Σχήμα 17: Η ευθεία L που διέρχεται από το P0(x0, y0, z0) και είναι παράλληλη στο διάνυσμα v.

Χρησιμοποιώντας τις συνιστώσες των διανυσμάτων η εξίσωση αυτή γράφεται στη μορφή

(x− x0, y − y0, z − z0) = t (a, b, c) ⇔ (x, y, z) = (x0 + a t, y0 + b t, z0 + c t).

Άρα τα σημεία της ευθείας L που διέρχεται από το σημείο P0(x0, y0, z0) και είναι πα-
ράλληλη στο μη μηδενικό διάνυσμα v = (a, b, c) ικανοποιούν τις εξισώσεις

x = x0 + a t, y = y0 + b t, z = z0 + c t, t ∈ R, (12)

που ονομάζονται παραμετρικές εξισώσεις της ευθείας L. Για κάθε τιμή της παραμέ-
τρου t βρίσκουμε ένα σημείο P (x, y, z) της ευθείας L.

Τώρα, αν r(t) είναι το διάνυσμα θέσης ενός σημείου P (x, y, z) της ευθείας και r0 είναι το
διάνυσμα θέσης του σημείου P0(x0, y0, z0), τότε από τις εξισώσεις (12) καταλήγουμε στη λε-
γόμενη διανυσματική μορφή της ευθείας:
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Η διανυσματική εξίσωση της ευθείας L που διέρχεται από το σημείο P0(x0, y0, z0)

και είναι παράλληλη στο μη μηδενικό διάνυσμα v = (a, b, c) είναι

r(t) = r0 + tv, t ∈ R, (13)

όπου r είναι το διάνυσμα θέσης ενός σημείου P (x, y, z) της ευθείας L και r0 είναι το
διάνυσμα θέσης του σημείου P0(x0, y0, z0).

3.2 Εξίσωση επιπέδου στον τριδιάστατο χώρο

Ένα επίπεδο καθορίζεται στον τριδιάστατο χώρο αν γνωρίζουμε ένα σημείο του και ένα διά-
νυσμα που να είναι κάθετο προς το επίπεδο.
Θεωρήστε το επίπεδο M που διέρχεται από το σημείο P0(x0, y0, z0) και είναι κάθετο στο μη
μηδενικό διάνυσμα n = a i + b j + ck, βλ. Σχήμα 18. Τότε το M είναι το σύνολο όλων των
σημείων P (x, y, z) για τα οποία το διάνυσμα −−→

P0P είναι ορθογώνιο στο n ή, ισοδύναμα,

n ·
−−→
P0P = 0.

Η εξίσωση αυτή γράφεται ισοδύναμα στη μορφή

(a i+ b j + ck) ·
[
(x− x0) i+ (y − y0) j + (z − z0)k

]
= 0

⇔ a (x− x0) + b (y − y0) + c (z − z0) = 0.

1- .....,M 

I 

FIGURE 12.39 The standard equation for 
a plane in space is defined in terms of. 
vector normal to the plane: A point Plies 

12.5 Lines and Planes in Space 6g1 

omd 

Equation (5) gives 

I J k 
PS X v = 0 -2 5 = i + 5j + 2)[, 

1 -1 2 

d IPS X vi v'1 + 25 + 4 v':iO Vs 
Ivl v'1 + 1 + 4 v'6 . 

An Equation for a Plane in Space 

• 

A plane in space is determined by knowUlg a point on the plane and its "tilf' or orienta-
tion. This "tilf' is defmcd by specifying a vector that is perpendicular or normal to the 
plane. 

Suppose that plane M passes through a point Po(xo,Yo, zo) and is normal to the 
vector a = AI + Bj + CIL Then M is the set of all p(x, y, z) for which 

PoP is orthogonal to a (Figure 12.39). Thus, the dot product n' PoP = o. This equation is 
equivalent to 

(AI + BJ + Ck)'[(x - xo)1 + (y - Yo)J + (z - zo)kj 0 

in the plane tbrough Po normal to a if and or 
only ifa' P-;P - o. 

A(x - Xo) + B(y - Yo) + C(z - Zo) o. 

Equation for a Plane 
The plane throughPo(XO,)'O, zo) normsl to n = Ai + Bj + Ckhas 

Vector eqnation: n'PoP = 0 
Componeat equation: A(x - Xo) + B(y - Yo) + C(z - zo) 0 
Component equation IimpIified: Ax + By + Cz = D, where 

D - Axo + l1.Yo + Czo 

EXAMPLE 6 Find an equation for the plane through Po( - 3, 0, 7) perpendicular to 
n=5i+2j-k. 

Solution The component equation is 

5(x - (-3)) + 2(y - 0) + (-I)(z - 7) O. 

Simplifying, we obtain 

5x + 15 + 2y - z + 7 = 0 

5x + 2y - z = -22. • 
Notice in Example 6 how the components of a = 51 + 2J - k. became the coeffi-

cients of x, y, and z in the equation 5x + 2y - z = -22. The vector a = AI + BJ + Ck 
is normal to the plane Ax + By + Cz = D. 

Σχήμα 18: Επίπεδο που διέρχεται από το P0(x0, y0, z0) και είναι κάθετο στο διάνυσμα n.
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Άρα το επίπεδο που διέρχεται από το σημείο P0(x0, y0, z0) και είναι κάθετο στο μη
μηδενικό διάνυσμα n = a i+ b j + ck, έχει
παραμετρική εξίσωση:

n ·
−−→
P0P = 0, (14)

και εξίσωση σε μορφή συνιστωσών:

a (x− x0) + b (y − y0) + c (z − z0) = 0. (15)

Η εξίσωση (15) μπορεί να γραφεί και στην ακόλουθη ισοδύναμη μορφή:

a x+ b y + c z + d = 0, (16)

όπου d = −(a x0 + b y0 + c z0).
Αντίστροφα, μπορεί να αποδειχθεί ότι αν τα a, b, c δεν είναι όλα μηδέν, τότε η εξίσωση
(16) παριστάνει ένα επίπεδο με κάθετο διάνυσμα το (a, b, c).

Δύο επίπεδα είναι παράλληλα αν τα κάθετα διανύσματα τους είναι παράλληλα. Π.χ., τα
επίπεδα x − 2y + 3z − 4 = 0 και 2x − 4y + 6z + 7 = 0 είναι παράλληλα γιατί τα κάθετα
διανύσματα τους n1 = (1,−2, 3) και n2 = (2,−4, 6) είναι παράλληλα μιας και n2 = 2n1.
Αν δύο επίπεδα δεν είναι παράλληλα, τότε η τομή τους είναι μια ευθεία γραμμή και η γωνία
που σχηματίζουν τα δύο επίπεδα ορίζουμε να είναι η οξεία γωνία που σχηματίζουν τα κάθετα
διανύσματα, βλ. Σχήμα 19.

Since both and lie in the plane, their cross product is orthogonal to the plane
and can be taken as the normal vector. Thus

With the point and the normal vector , an equation of the plane is

or M

EXAMPLE 6 Find the point at which the line with parametric equations ,
, intersects the plane .

SOLUTION We substitute the expressions for , , and from the parametric equations into
the equation of the plane:

This simplifies to , so . Therefore the point of intersection occurs
when the parameter value is . Then , ,

and so the point of intersection is M

Two planes are parallel if their normal vectors are parallel. For instance, the planes
and are parallel because their normal vectors are

and and . If two planes are not parallel, then
they intersect in a straight line and the angle between the two planes is defined as the acute
angle between their normal vectors (see angle in Figure 9).

EXAMPLE 7
(a) Find the angle between the planes and .
(b) Find symmetric equations for the line of intersection of these two planes.

SOLUTION
(a) The normal vectors of these planes are

and so, if is the angle between the planes, Corollary 13.3.6 gives

(b) We first need to find a point on . For instance, we can find the point where the line
intersects the -plane by setting in the equations of both planes. This gives the
equations and , whose solution is , . So the point

lies on .L!1, 0, 0"
y ! 0x ! 1x ! 2y ! 1x " y ! 1

z ! 0xy
L

 # ! cos!1# 2
s42 $ % 72$

 cos # !
n1 ! n2

& n1 & & n2 & !
1!1" " 1!!2" " 1!3"

s1 " 1 " 1 s1 " 4 " 9 !
2

s42 

#

n2 ! '1, !2, 3 (n1 ! '1, 1, 1 (

L
x ! 2y " 3z ! 1x " y " z ! 1

V

#

n2 ! 2n1n2 ! '2, 4, !6 (n1 ! '1, 2, !3 (
2x " 4y ! 6z ! 3x " 2y ! 3z ! 4

!!4, 8, 3".z ! 5 ! 2 ! 3
y ! !4!!2" ! 8x ! 2 " 3!!2" ! !4t ! !2

t ! !2!10t ! 20

4!2 " 3t" " 5!!4t" ! 2!5 " t" ! 18

zyx

4x " 5y ! 2z ! 18z ! 5 " ty ! !4t
x ! 2 " 3t

 6x " 10y " 7z ! 50

 12!x ! 1" " 20!y ! 3" " 14!z ! 2" ! 0

nP!1, 3, 2"

n ! a % b ! & i
2
4

j
!4
!1

k
4

!2 & ! 12 i " 20 j " 14 k

a % bba
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N Figure 8 shows the portion of the plane in
Example 5 that is enclosed by triangle .PQR

FIGURE 8

x

z

y

R(5, 2, 0)

P(1, 3, 2)

Q(3, _1, 6)

FIGURE 9

¨ n¡n™

¨

N Figure 10 shows the planes in Example 7 and
their line of intersection .L

x-2y+3z=1x+y+z=1

L

FIGURE 10

z

y x

6
4
2
0

_2
_4

0 2
_2 02

_2

Σχήμα 19: Γωνία θ δύο επιπέδων.

4 Κυλινδρικές και σφαιρικές συντεταγμένες

Στη γεωμετρία του επιπέδου είδαμε ότι πολλές φορές είναι βολικό να χρησιμοποιήσουμε πο-
λικές αντί για ένα καρτεσιανές συντεταγμένες. Στο Σχήμα 20 υπενθυμίζουμε τη σχέση καρ-
τεσιανών και πολικών συντεταγμένων. Αν ένα σημείο P στο επίπεδο έχει καρτεσιανές συ-
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ντεταγμένες (x, y) και πολικές συντεταγμένες (r, θ), τότε

x = r cos θ , y = r sin θ,
r2 = x2 + y2 , tan θ =

y

x
.
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52. Find the average value of the function 
over the region enclosed by the paraboloid 
and the plane .

53. Find the region for which the triple integral 

is a maximum.

yyy
E

!1 ! x 2 ! 2y 2 ! 3z 2" dV

E

z ! 0
z ! 1 ! x 2 ! y 2

f !x, y, z" ! x 2z " y 2z51–52 The average value of a function over a solid
region is defined to be 

where is the volume of . For instance, if is a density 
function, then is the average density of .

Find the average value of the function over the
cube with side length that lies in the first octant with one 
vertex at the origin and edges parallel to the coordinate axes.

L
f !x, y, z" ! xyz51.

E#ave

#EV!E "

fave !
1

V!E"
 yyy

E

 f !x, y, z" dV

E
f !x, y, z"

In this project we find formulas for the volume enclosed by a hypersphere in -dimensional
space.

1. Use a double integral and trigonometric substitution, together with Formula 64 in the Table 
of Integrals, to find the area of a circle with radius .

2. Use a triple integral and trigonometric substitution to find the volume of a sphere with 
radius .

3. Use a quadruple integral to find the hypervolume enclosed by the hypersphere
in . (Use only trigonometric substitution and the reduction 

formulas for or .)

4. Use an -tuple integral to find the volume enclosed by a hypersphere of radius in 
-dimensional space . [Hint: The formulas are different for even and odd.]nn!nn

rn

x cosnx dxx sinnx dx
!4x 2 " y 2 " z 2 " w 2 ! r 2

r

r

n

VOLUMES OF HYPERSPHERESD I S C O V E R Y
P R O J E C T

TRIPLE INTEGRALS IN CYLINDRICAL COORDINATES

In plane geometry the polar coordinate system is used to give a convenient description of
certain curves and regions. (See Section 11.3.) Figure 1 enables us to recall the connection
between polar and Cartesian coordinates. If the point has Cartesian coordinates 
and polar coordinates , then, from the figure,

In three dimensions there is a coordinate system, called cylindrical coordinates, that is
similar to polar coordinates and gives convenient descriptions of some commonly occur-
ring surfaces and solids. As we will see, some triple integrals are much easier to evaluate
in cylindrical coordinates.

tan $ !
y
x

r 2 ! x 2 " y 2

y ! r sin $x ! r cos $

!r, $"
!x, y"P

16.7

O

y

x
¨

x

yr

P(r, ̈ )=P(x, y)

FIGURE 1  Σχήμα 20: Πολικές συντεταγμένες.

Στις τρεις διαστάσεις χρησιμοποιούμε δύο συστήματα συντεταγμένων που μοιάζουν με τις
πολικές συντεταγμένες και μας διευκολύνουν να περιγράψουμε επιφάνειες και στερεά που
εμφανίζονται συχνά στην πράξη.

4.1 Κυλινδρικές συντεταγμένες

Στο κυλινδρικό σύστημα συντεταγμένων ένα σημείο P στον τριδιάστατο χώρο αναπαρίστα-
ται με μια διατεταγμένη τριάδα (r, θ, z), όπου r και θ είναι οι πολικές συντεταγμένες της
προβολής του σημείου P στο xy–επίπεδο, και z είναι η προσημασμένη απόσταση του ση-
μείου P από το xy–επίπεδο, βλ. Σχήμα 21. CYLINDRICAL COORDINATES

In the cylindrical coordinate system, a point in three-dimensional space is represented
by the ordered triple , where and are polar coordinates of the projection of 
onto the -plane and is the directed distance from the -plane to . (See Figure 2.)

To convert from cylindrical to rectangular coordinates, we use the equations

whereas to convert from rectangular to cylindrical coordinates, we use

EXAMPLE 1
(a) Plot the point with cylindrical coordinates and find its rectangular 
coordinates.
(b) Find cylindrical coordinates of the point with rectangular coordinates .

SOLUTION
(a) The point with cylindrical coordinates is plotted in Figure 3. From
Equations 1, its rectangular coordinates are

Thus the point is in rectangular coordinates.

(b) From Equations 2 we have

so

Therefore one set of cylindrical coordinates is . Another is
. As with polar coordinates, there are infinitely many choices. M

Cylindrical coordinates are useful in problems that involve symmetry about an axis, and
the -axis is chosen to coincide with this axis of symmetry. For instance, the axis of the
circular cylinder with Cartesian equation is the -axis. In cylindrical coordi-
nates this cylinder has the very simple equation . (See Figure 4.) This is the reason 
for the name “cylindrical” coordinates.

r ! c
zx 2 ! y 2 ! c 2

z

(3s2 , "#!4, "7)
(3s2 , 7#!4, "7)

z ! "7

$ !
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4
! 2n#tan $ !

"3
3

! "1

r ! s3 2 ! ""3#2 ! 3s2 
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 z ! 1

 y ! 2 sin 
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3
! 2$s3 

2 % ! s3 
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3
! 2$"

1
2% ! "1

"2, 2#!3, 1#

"3, "3, "7#
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z ! ztan $ !
y
x

r 2 ! x 2 ! y 22

z ! zy ! r sin $x ! r cos $1

Pxyzxy
P$r"r, $, z#

P
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FIGURE 2
The cylindrical coordinates of a point
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FIGURE 4
r=c, a cylinder
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Σχήμα 21: Κυλινδρικές συντεταγμένες.
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Για να μετατρέψουμε κυλινδρικές σε καρτεσιανές συντεταγμένες χρησιμοποιούμε τις
σχέσεις

x = r cos θ, y = r sin θ, z = z. (17)

Αντίστροφα, μετατρέπουμε καρτεσιανές σε κυλινδρικές συντεταγμένες με τις σχέσεις

r2 = x2 + y2, tan θ =
y

x
, z = z. (18)

4.2 Σφαιρικές συντεταγμένες

Οι σφαιρικές συντεταγμένες (ρ, θ, ϕ) ενός σημείου P στον τριδιάστατο χώρο απεικονίζονται
στο Σχήμα 22, όπου ρ ≥ 0 είναι η απόσταση του σημείου P από την αρχή των αξόνων O, θ
είναι η ίδια γωνία με αυτή που ορίζουμε στις κυλινδρικές συντεταγμένες, και ϕ είναι η γωνία
που σχηματίζει ο θετικός z–ημιάξονας με το ευθύγραμμο τμήμα OP , 0 ≤ ϕ ≤ π .
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TRIPLE INTEGRALS IN SPHERICAL COORDINATES

Another useful coordinate system in three dimensions is the spherical coordinate system.
It simplifies the evaluation of triple integrals over regions bounded by spheres or cones.

SPHERICAL COORDINATES

The spherical coordinates of a point in space are shown in Figure 1, where
is the distance from the origin to , is the same angle as in cylindrical coor-

dinates, and is the angle between the positive -axis and the line segment . Note that

FIGURE 1
The spherical coordinates of a point

P(∏, ¨, ˙)

O

z

∏

¨

˙

x y

0 ! " ! #$ % 0

OPz"
&P$ ! ! OP !
P"$, &, "#

16.8

The figure shows the solid enclosed by three circular cylinders with the same diameter that inter-
sect at right angles. In this project we compute its volume and determine how its shape changes if
the cylinders have different diameters.

1. Sketch carefully the solid enclosed by the three cylinders , , and
. Indicate the positions of the coordinate axes and label the faces with the equa-

tions of the corresponding cylinders.

2. Find the volume of the solid in Problem 1.

3. Use a computer algebra system to draw the edges of the solid.

4. What happens to the solid in Problem 1 if the radius of the first cylinder is different from 1?
Illustrate with a hand-drawn sketch or a computer graph.

5. If the first cylinder is , where , set up, but do not evaluate, a double inte-
gral for the volume of the solid. What if ?a ' 1

a ( 1x 2 ) y 2 ! a 2

CAS

y 2 ) z 2 ! 1
x 2 ) z 2 ! 1x 2 ) y 2 ! 1

THE INTERSECTION OF THREE CYLINDERSD I S C O V E R Y
P R O J E C T

Σχήμα 22: Σφαιρικές συντεταγμένες.

Η σχέση σφαιρικών και καρτεσιανών συντεταγμένων απεικονίζεται στο Σχήμα 23. Για να
μετατρέψουμε σφαιρικές σε καρτεσιανές συντεταγμένες χρησιμοποιούμε τις σχέσεις

x = ρ sinϕ cos θ, y = ρ sinϕ sin θ, z = ρ cosϕ. (19)

Επίσης, από τον τύπο για την απόσταση δύο σημείων έχουμε άμεσα ότι

ρ2 = x2 + y2 + z2.

5 Λυμένα παραδείγματα

Παράδειγμα 1.Αν a = (4, 0, 3) και b = (−2, 3, 1), υπολογίστε τα εξής: |a|, a+b, 2b, a−3b.
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The spherical coordinate system is especially useful in problems where there is symmetry
about a point, and the origin is placed at this point. For example, the sphere with center the
origin and radius has the simple equation (see Figure 2); this is the reason for the
name “spherical” coordinates. The graph of the equation is a vertical half-plane (see
Figure 3), and the equation represents a half-cone with the -axis as its axis (see
Figure 4).

The relationship between rectangular and spherical coordinates can be seen from Fig-
ure 5. From triangles and we have

But and , so to convert from spherical to rectangular coordinates,
we use the equations

Also, the distance formula shows that

We use this equation in converting from rectangular to spherical coordinates.

EXAMPLE 1 The point is given in spherical coordinates. Plot the point
and find its rectangular coordinates.

SOLUTION We plot the point in Figure 6. From Equations 1 we have

Thus the point is in rectangular coordinates. M(s3!2 , s3!2 , 1)"2, !!4, !!3#

 z ! " cos # ! 2 cos 
!

3
! 2(1

2 ) ! 1
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!
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!
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FIGURE 6
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Σχήμα 23: Σχέση σφαιρικών και καρτεσιανών συντεταγμένων.

Λύση. Έχουμε

|a| =
√
42 + 02 + 32 =

√
25 = 5

a+ b = (4, 0, 3) + (−2, 3, 1) = (4− 2, 0 + 3, 3 + 1) = (2, 3, 4)

2b = 2 (−2, 3, 1) =
(
2(−2), 2(3), 2(1)

)
= (−4, 6, 2)

a− 3b = (4, 0, 3)− 3(−2, 3, 1) = (4, 0, 3)− (−6, 9, 3) = (10,−9, 0).

□
Παράδειγμα 2. Αν a = i+2j−k και b = 3i− 5k, εκφράστε το διάνυσμα 2a+3b ως προς
τα i, j,k.
Λύση. Από τις ιδιότητες των διανυσμάτων έχουμε:

2a+ 3b = 2(i+ 2j − k) + 3(3i− 5k) = 2i+ 4j − 2k + 9i− 15k

= 11i+ 4j − 17k.

□
Παράδειγμα 3. Αν το διάνυσμα a έχει μέτρο 2, το διάνυσμα b έχει μέτρο 5, και τα δύο αυτά
διανύσματα σχηματίζουν γωνία π/3 υπολογίστε το εσωτερικό γινόμενο a · b.
Λύση. Από την Πρόταση 2.1 έχουμε

a · b = |a| |b| cos θ = 2 · 5 · cos π
3
= 2 · 5 · 1

2
= 5.

□
Παράδειγμα 4. Δείξτε ότι τα διανύσματα 2i+ 2j − k και 5i− 4j + 2k είναι ορθογώνια.
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Λύση.

(2i+ 2j − k) · (5i− 4j + 2k) = (2, 2,−1) · (5,−4, 2)

= 2 · 5 + 2 · (−4) + (−1) · 2 = 10− 8− 2 = 0.

Αφού τα διανύσματα αυτά έχουν εσωτερικό γινόμενο 0, συμπεραίνουμε ότι είναι ορθογώνια.
□
Παράδειγμα 5. Βρείτε τη γωνία που σχηματίζουν τα διανύσματα a = (2, 2,−1) και b =

(5,−3, 2).
Λύση. Από το Πόρισμα 2.1 έχουμε ότι αν θ είναι η γωνία που σχηματίζουν τα διανύσματα a

και b, τότε cos θ = a·b
|a| |b| . Έχουμε

|a| =
√

22 + 22 + (−1)2 =
√
9 = 3 , |b| =

√
52 + (−3)2 + 22 =

√
38

και a · b = 2 · 5 + 2 · (−3) + (−1) · 2 = 10− 6− 2 = 2.

Άρα

cos θ =
a · b
|a| |b|

=
2

3
√
38

⇔ θ = arccos
(

2

3
√
38

)
≈ 1.46 ή 84◦.

□
Παράδειγμα 6. Βρείτε την ορθογώνια προβολή του διανύσματος b = (1, 1, 2) στο διάνυσμα
a = (−2, 3, 1).
Λύση. Από την (7) έχουμε ότι

projab =
b · a
|a|2

a.

Επειδή

|a|2 = (−2)2 + 32 + 12 = 14

και b · a = (1, 1, 2) · (−2, 3, 1) = 1 · (−2) + 1 · 3 + 2 · 1 = 3,

προκύπτει ότι

projab =
b · a
|a|2

a =
3

14
(−2, 3, 1) =

(
−3

7
,
9

14
,
3

14

)
.

□
Παράδειγμα 7. Υπολογίστε το εξωτερικό γινόμενο των διανυσμάτων a = (4, 0, 3) και b =

(−2, 3, 1).
Λύση.

a× b =

∣∣∣∣∣∣∣
i j k

4 0 3

−2 3 1

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 0 3

3 1

∣∣∣∣∣ i−
∣∣∣∣∣ 4 3

−2 1

∣∣∣∣∣ j +

∣∣∣∣∣ 4 0

−2 3

∣∣∣∣∣ k
= (0 · 1− 3 · 3) i− (4 · 1− 3 · (−2)) j + (4 · 3− 0 · (−2))k

= −9 i− 10 j + 12k.
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□
Παράδειγμα8.Βρείτε ένα διάνυσμα κάθετο στο επίπεδο που ορίζουν τα τρία σημείαP (1, 4, 6),
Q(−2, 5,−1), R(1,−1, 1).
Λύση. Το διάνυσμα −→

PQ ×
−→
PR είναι κάθετο τόσο στο διάνυσμα −→

PQ όσο και στο −→
PR, άρα

είναι κάθετο και στο επίπεδο που ορίζουν τα τρία σημεία P,Q,R.

−→
PQ = (−2− 1, 5− 4,−1− 6) = (−3, 1,−7),
−→
PR = (1− 1,−1− 4, 1− 6) = (0,−5,−5),

−→
PQ×

−→
PR =

∣∣∣∣∣∣∣
i j k

−3 1 −7

0 −5 −5

∣∣∣∣∣∣∣ = (−5− 35)i− (15− 0)j + (15− 0)k

= −40 i− 15 j + 15k.

Άρα το διάνυσμα (−40,−15, 15) είναι κάθετο προς το δοσμένο επίπεδο. Φυσικά, οποιοδήποτε
βαθμωτό πολλαπλάσιο του διανύσματος αυτού είναι επίσης κάθετο προς το επίπεδο αυτό.
□
Παράδειγμα 9. Βρείτε τη διανυσματική και τις παραμετρικές εξισώσεις της ευθείας που
διέρχεται από το σημείο (5, 1, 3) και είναι παράλληλο στο διάνυσμα i+4j−2k. Στη συνέχεια
βρείτε και άλλα δύο σημεία της ευθείας αυτής.
Λύση. Εδώ το διάνυσμα θέσης του σημείου (5, 1, 3) είναι r0 = (5, 1, 3) = 5i + j + 3k και
έστω v = i+ 4j − 2k. Επομένως, η διανυσματική εξίσωση της ευθείας δίνεται από την (13),

r = r0 + tv, t ∈ R

⇔ r = (5i+ j + 3k) + t (i+ 4j − 2k)

⇔ r = (5 + t)i+ (1 + 4t)j + (3− 2t)k.

Οι παραμετρικές εξισώσεις της ευθείας είναι

x = 5 + t, y = 1 + 4t, z = 3− 2t.

Για να βρούμε άλλα σημεία της ευθείας δίνουμε τιμές στην παράμετρο t, π.χ. για t = 1

έχουμε x = 6, y = 5, z = 1, άρα το σημείο (6, 5, 1) ανήκει στην ευθεία. Ανάλογα, για t = −1,
βρίσκουμε το σημείο (4,−3, 5). □
Παράδειγμα 10. Βρείτε τις παραμετρικές εξισώσεις της ευθείας που διέρχεται από τα ση-
μεία A(2, 4,−3) και B(3,−1, 1). Σε ποιό σημείο η ευθεία τέμνει το xy–επίπεδο.
Λύση. Εδώ δεν μας δίνεται ένα διάνυσμα που να είναι παράλληλο προς την ευθεία, αλλά αρκεί
να παρατηρήσουμε ότι το διάνυσμα v =

−→
AB είναι παράλληλο προς την ευθεία. Έχουμε

v =
(
3− 2,−1− 4, 1− (−3)

)
= (1,−5, 4).
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Αν θεωρήσουμε ως P0 το σημείο A(2, 4,−3), τότε οι παραμετρικές εξισώσεις της ευθείας
δίνονται από την (12),

x = x0 + a t, y = y0 + b t, z = z0 + c t, t ∈ R,

⇔ x = 2 + t, y = 4− 5t, z = −3 + 4t. (20)

Η ευθεία αυτή τέμνει το xy–επίπεδο όταν z = 0, άρα θέτουμε z = 0 στην τρίτη εξίσωση και
λύνοντας ως προς t έχουμε:

−3 + 4t = 0 ⇔ t =
3

4
.

Αντικαθιστούμε την τιμή t = 3
4
στις δύο πρώτες εξισώσεις της (20) και βρίσκουμε

x = 2 +
3

4
, y = 4− 5 · 3

4
⇔ x =

11

4
, y =

1

4
.

Άρα η ευθεία τέμνει το xy–επίπεδο στο σημείο (11
4
, 1
4
, 0). □

Παράδειγμα 11. Δείξτε ότι οι ευθείες L1 και L2 με παραμετρικές εξισώσεις

L1 : x = 1 + t, y = −2 + 3t, z = 4− t

L2 : x = 2s, y = 3 + s, z = −3 + 4s

είναι ασύμβατες, δηλαδή δεν είναι παράλληλες και δεν τέμνονται (επομένως δεν βρίσκονται
στο ίδιο επίπεδο).
Λύση. Η πρώτη ευθεία είναι παράλληλη στο διάνυσμα (1, 3,−1) και η δεύτερη παράλληλη
στο διάνυσμα (2, 1, 4). Τα διανύσματα αυτά δεν είναι παράλληλα αφού δεν υπάρχει λ ∈ R
τέτοιο ώστε (1, 3,−1) = λ(2, 1, 4). Επομένως, οι ευθείες αυτές δεν είναι παράλληλες.
Τώρα, αν οι ευθείες αυτές έχουν ένα σημείο τομής θα υπάρχουν t, s ∈ R τέτοια ώστε να
ικανοποιούν τις τρεις εξισώσεις:

1 + t = 2s

−2 + 3t = 3 + s

4− t = −3 + 4s.

Λύνοντας τις δύο πρώτες βρίσκουμε t = 11
5
και s = 8

5
, αλλά οι τιμές αυτές δεν ικανοποιούν

την τρίτη εξίσωση. Επομένως, δεν υπάρχουν t, s που να ικανοποιούν και τις τρεις εξισώσεις,
άρα οι ευθείες L1 και L2 είναι ασύμβατες. □
Παράδειγμα 12. Βρείτε την εξίσωση του επιπέδου που διέρχεται από το σημείο (2, 4,−1)

και είναι κάθετο στο διάνυσμα n = (2, 3, 4). Βρείτε τα σημεία τομής του επιπέδου με τους
άξονες x, y, z και σχεδιάστε το επίπεδο.
Λύση. Βάζουμε στην εξίσωση (15), a = 2, b = 3, c = 4, x0 = 2, y0 = 4, z0 = −1, και έχουμε
ότι η εξίσωση του ζητούμενου επιπέδου είναι

2(x− 2) + 3(y − 4) + 4(z + 1) = 0 ⇔ 2x+ 3y + 4z − 12 = 0.

25



Για να βρούμε το σημείο τομής του επιπέδου με τον x–άξονα, θέτουμε y = z = 0 και βρίσκουμε
x = 6. Ανάλογα, για το σημείο τομής του επιπέδου με τον y–άξονα, θέτουμε x = z = 0 και
βρίσκουμε y = 4. Τέλος, για το σημείο τομής του επιπέδου με τον z–άξονα, θέτουμε x = y = 0

και βρίσκουμε z = 3. Άρα τα σημεία τομής του επιπέδου με τους άξονες x, y, z είναι (6, 0, 0),
(0, 4, 0) και (0, 0, 3), αντίστοιχα.

(0, 0, 3)

(0, 4, 0)

(6, 0, 0)
x

y

z

Σχήμα 24: Το επίπεδο 2x+ 3y + 4z − 12 = 0 στο πρώτο οκτημόριο.

Στο Σχήμα 24 σχεδιάζουμε τα σημεία τομής του επιπέδου 2x + 3y + 4z − 12 = 0 με τους
άξονες, και το μέρος του επιπέδου που ανήκει στο πρώτο οκτημόριο. □
Παράδειγμα 13. Βρείτε την εξίσωση του επιπέδου που διέρχεται από τα σημεία P (1, 3, 2),
Q(3,−1, 6), και R(5, 2, 0).
Λύση. Θεωρούμε τα διανύσματα a =

−→
PQ και b =

−→
PR. Τότε

a = (3− 1,−1− 3, 6− 2) = (2,−4, 4), b = (5− 1, 2− 3, 0− 2) = (4,−1,−2).

Εφόσον τα a,b ανήκουν στο ζητούμενο επίπεδο, τότε το εξωτερικό τους γινόμενο a × b θα
είναι κάθετο προς το επίπεδο και έτσι μπορούμε να το θεωρήσουμε ως το κάθετο διάνυσμα.
Επομένως:

n = a× b =

∣∣∣∣∣∣∣
i j k

2 −4 4

4 −1 −2

∣∣∣∣∣∣∣ = 12i+ 20j + 14k.

Άρα η εξίσωση του επιπέδου που διέρχεται από το σημείο P (1, 3, 2) και είναι κάθετο στο
διάνυσμα n = (12, 20, 14), σύμφωνα με την (15), είναι:

12(x− 1) + 20(y − 3) + 14(z − 2) = 0 ⇔ 12x+ 20y + 14z − 100 = 0.

□
Παράδειγμα 14. Βρείτε το σημείο στο οποίο η ευθεία με παραμετρικές εξισώσεις x = 2+3t,
y = −4t, z = 5 + t, τέμνει το επίπεδο 4x+ 5y − 2z = 18.
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Λύση. Αντικαθιστούμε τις παραμετρικές εξισώσεις της ευθείας στην εξίσωση του επιπέδου
και έχουμε:

4(2 + 3t) + 5(−4t)− 2(5 + t) = 18 ⇔ −10t = 20 ⇔ t = −2.

Άρα το σημείο τομής προκύπτει για t = −2. Τότε x = 2 + 3(−2) = −4, y = −4(−2) = 8,
z = 5− 2 = 3, και άρα το ζητούμενο σημείο τομής είναι το (−4, 8, 3). □
Παράδειγμα 15. (α) Βρείτε τη γωνία που σχηματίζουν τα επίπεδα x + y + z = 1 και
x− 2y + 3z = 1.
(β) Βρείτε τις παραμετρικές εξισώσεις της ευθείας L που ορίζει η τομή των δύο αυτών επιπέ-
δων.
Λύση. (α) Τα κάθετα διανύσματα στα δύο επίπεδα είναι, αντίστοιχα,

n1 = (1, 1, 1), n2 = (1,−2, 3),

επομένως η γωνία θ των δύο επιπέδων είναι η γωνία που σχηματίζουν τα διανύσματα n1,n2.
Άρα

cos θ =
n1 · n2

|n1| |n2|
=

1(1) + 1(−2) + 1(3)√
1 + 1 + 1

√
1 + 4 + 9

=
2√
42

.

Συνεπώς

θ = arccos
(

2√
42

)
≈ 72◦.

(β) Για να βρούμε την εξίσωση της ευθείας καταρχήν πρέπει να βρούμε ένα σημείο της L και
ένα διάνυσμα προς το οποίο να είναι παράλληλη. Για να βρούμε ένα σημείο της L μπορούμε,
π.χ.,να υπολογίσουμε το σημείο στο οποίο η L τέμνει το xy–επίπεδο. Για το σκοπό αυτό
θέτουμε z = 0 και στις δύο εξισώσεις των επιπέδων, και έχουμε

x+ y = 1 (21)
x− 2y = 1. (22)

Το σύστημα αυτό έχει λύση x = 1, y = 0, οπότε το σημείο (1, 0, 0) είναι σημείο της L.
Τώρα παρατηρούμε ότι εφόσον η L ανήκει και στα δύο επίπεδα θα είναι ορθογώνια προς τα
κάθετα διανύσματα n1,n2. Άρα το εξωτερικό γινόμενο n1 × n2 θα καθορίζει ένα διάνυσμα
v παράλληλο προς την L. Συνεπώς

v = n1 × n2 =

∣∣∣∣∣∣∣
i j k

1 1 1

1 −2 3

∣∣∣∣∣∣∣ = 5i− 2j − 3k.

Άρα οι παραμετρικές εξισώσεις της ευθείας L που διέρχεται από το σημείο (1, 0, 0) και είναι
παράλληλη στο διάνυσμα v = (5,−2,−3) δίνονται από την (12):

x = 1 + 5t, y = −2t, z = −3t.
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Παρατήρηση: Για το (β) θα μπορούσαμε να σκεφτούμε και ως εξής: Τα σημεία (x, y, z) της
ευθείας L ικανοποιούν ταυτόχρονα και τις δύο εξισώσεις των επιπέδων x + y + z = 1 και
x − 2y + 3z = 1. Αυτές είναι δύο εξισώσεις με τρεις αγνώστους. Θέτουμε z = s και θα
εκφράσουμε τα x, y συναρτήσει του s. Δηλαδή, θα λύσουμε το σύστημα

x+ y = 1− s (23)
x− 2y = 1− 3s. (24)

Η λύση του συστήματος αυτού είναι x = 1− 5
3
s, y = 2

3
s. Άρα οι παραμετρικές εξισώσεις της

καμπύλης είναι
x = 1− 5

3
s, y =

2

3
s, z = s.

(Αν, μάλιστα, θεωρήσουμε s = −3t παίρνουμε τις ίδιες παραμετρικές εξισώσεις με πριν.) □

Ασκήσεις

1. Βρείτε τις εξισώσεις των σφαιρών με κέντρο το σημείο (2,−3, 6) που εφάπτονται: (α)
στο xy–επίπεδο, (β) στο yz–επίπεδο, (γ) στο xz–επίπεδο.

2. Αν a = 2i− 4j + 4k, b = 2j − k υπολογίστε τα: a+ b, 2a+ 3b, |a|, και |a− b|.

3. Βρείτε ένα μοναδιαίο διάνυσμα που να έχει την ίδια κατεύθυνση με το 8i− j + 4k.

4. Βρείτε ένα διάνυσμα που να έχει την ίδια κατεύθυνση με το διάνυσμα (−2, 4, 2) και
μέτρο 6.

5. Υπολογίστε το εσωτερικό γινόμενο των διανυσμάτων:
(α) (4, 1, 1

4
) και (6,−3, 8),

(β) a = 4j − 3k και b = 2i+ 4j + 6k.

6. Υπολογίστε το εσωτερικό γινόμενο δύο διανυσμάτων που τα μέτρα τους είναι 6 και
1/3, και η γωνία που σχηματίζουν είναι π/4.

7. Προσδιορίστε αν τα ακόλουθα διανύσματα είναι ορθογώνια, παράλληλα ή τίποτα από
τα δύο.
(α) a = (−5, 3, 7), b = (6,−8, 2).
(β) a = (4, 6), b = (−3, 2).
(γ) a = −i+ 2j + 5k, b = 3i+ 4j − k.
(δ) a = 2i+ 6j − 4k, b = −3i− 9j + 6k.

8. Αν a = (3, 6,−2), b = (1, 2, 3), βρείτε την ορθογώνια προβολή του b στο a.
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9. Αν a, b είναι διανύσματα του τριδιάστατου χώρου, τότε:
(α) Αποδείξτε την ανισότητα Cauchy-Schwarz:

|a · b| ≤ |a| |b|

(β) Χρησιμοποιήστε την ανισότητα Cauchy-Schwarz για να αποδείξετε την τριγωνική
ανισότητα:

|a+ b| ≤ |a|+ |b|

10. Υπολογίστε το εξωτερικό γινόμενο a × b των a = (1,−1, 0), b = (3, 2, 1) και επαλη-
θεύστε ότι είναι ορθογώνιο τόσο με το a όσο και με το b.

11. Βρείτε δύο μοναδιαία διανύσματα που να είναι ορθογώνια τόσο με το a = (2, 0,−3)

όσο και με το b = (−1, 4, 2).

12. Βρείτε ένα διάνυσμα που να είναι ορθογώνιο στο επίπεδο που καθορίζουν τα σημεία
P (0,−2, 0),Q(4, 1,−2),R(5, 3, 1). Στη συνέχεια υπολογίστε το εμβαδόν του τριγώνου
PQR.

13. Βρείτε τη διανυσματική εξίσωση και τις παραμετρικές εξισώσεις της ευθείας που διέρ-
χεται από το σημείο (1, 0,−3) και είναι παράλληλη στο διάνυσμα 2i− 4j + 5k.

14. Βρείτε τη διανυσματική εξίσωση και τις παραμετρικές εξισώσεις της ευθείας που διέρ-
χεται από την αρχή των αξόνων και είναι παράλληλη στην ευθεία x = 2t, y = 1 − t,
z = 4 + 3t.

15. Βρείτε τη διανυσματική εξίσωση και τις παραμετρικές εξισώσεις της ευθείας που διέρ-
χεται από το σημείο (1, 0, 6) και είναι κάθετη στο επίπεδο x+ 3y + z = 0.

16. Βρείτε την ευθεία στην οποία τέμνονται τα επίπεδα x+ y + z = 1 και x+ z = 0.

17. Βρείτε την εξίσωση του επιπέδου που διέρχεται από τα σημεία (0, 1, 1), (1, 0, 1), και
(1, 1, 0).

18. Προσδιορίστε αν τα επίπεδα με εξισώσεις x + 4y − 3z = 1 και −3x + 6y + 7z = 0,
είναι παράλληλα, κάθετα, ή τίποτα από τα δύο. Στην τελευταία περίπτωση βρείτε τη
γωνία που σχηματίζουν.

19. Προσδιορίστε αν τα επίπεδα με εξισώσεις x+ 2y + 2z = 1 και 2x− y + 2z = 1, είναι
παράλληλα, κάθετα, ή τίποτα από τα δύο. Στην τελευταία περίπτωση βρείτε τη γωνία
που σχηματίζουν.
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20. Βρείτε τη γωνία που σχηματίζουν τα επίπεδα x+ y + z = 1 και x+ 2y + 2z = 1.
Στη συνέχεια, βρείτε τις παραμετρικές εξισώσεις της ευθείας L που ορίζει η τομή των
δύο αυτών επιπέδων.

Σημείωση: Το παρόν υλικό δεν αποτελεί αυτόνομο διδακτικό υλικό, βασίζεται στην προτει-
νόμενη βιβλιογραφία του μαθήματος, και αποτελεί ένα περίγραμμα των παραδόσεων του μα-
θήματος. Ειδικότερα, αποτελεί υλικό της διδασκαλίας του μαθήματος από το διδάσκοντα και
παρακαλώ να μη χρησιμοποιηθεί, αναπαραχθεί, και διανεμηθεί για άλλο σκοπό. Κάποια από
τα σχήματα του κεφαλαίου αυτού έχουν παρθεί από τα βιβλία που αναφέρονται στη βιβλιο-
γραφία.
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