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Εισαγωγή

Ο μετασχηματισμός Laplace είναι ένα πολύτιμο μαθηματικό εργαλείο σε κάθε μηχανικό, κα-
θώς απλοποιεί σημαντικά την επίλυση γραμμικών συνήθων διαφορικών εξισώσεων (ΣΔΕ)
και των αντίστοιχων προβλημάτων αρχικών τιμών (ΠΑΤ). Τη χρήση του μετασχηματισμού
Laplace συναντάμε συχνά σε εφαρμογές που αφορούν ηλεκτρικά κυκλώματα, μηχανικά συ-
στήματα μάζας-ελατηρίου, επεξεργασία σημάτων, κ.ά. Η διαδικασία επίλυσης μιας ΣΔΕ με
χρήση του μετασχηματισμού Laplace μπορεί να περιγραφεί με τα ακόλουθα βήματα:

Βήμα 1: Η δοθείσα ΣΔΕ μετασχηματίζεται σε μια αλγεβρική εξίσωση.

Βήμα 2: Λύνουμε την αλγεβρική εξίσωση.

Βήμα 3: Χρησιμοποιούμε τον αντίστροφο μετασχηματισμό από εκείνον του Βήματος 1, ώστε
να μετασχηματίσουμε τη λύση της αλγεβρικής εξίσωσης στη λύση του αρχικού προ-
βλήματος.

Το κυριότερο κίνητρο για να μελετήσουμε και να μάθουμε να χρησιμοποιούμε το μετασχη-
ματισμό Laplace είναι το γεγονός ότι η επίλυση μιας ΣΔΕ μετατρέπεται στην επίλυση ενός
απλούστερου αλγεβρικού προβλήματος.
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1 Μετασχηματισμός Laplace – Γραμμικότητα –Πρώτο θε-
ώρημα μετατόπισης

Έστω f(t) μια συνάρτηση που ορίζεται για κάθε t ≥ 0. Τότε ο μετασχηματισμός
Laplace της f(t) είναι μια συνάρτηση F (s), την οποία συμβολίζουμε με L(f), και ορί-
ζεται μέσω της ακόλουθης σχέσης

F (s) = L(f) =
∫ ∞
0

e−stf(t) dt. (1)

Στην (1) υποθέτουμε ότι η συνάρτηση f(t) είναι τέτοια ώστε το (γενικευμένο) ολοκλήρωμα
αυτό να υπάρχει (δηλαδή, να παίρνει μια πεπερασμένη τιμή).∗ Η υπόθεση αυτή συνήθως ικα-
νοποιείται στις εφαρμογές. Παρατηρήστε ότι η προς ολοκλήρωση παράσταση είναι μια συ-
νάρτηση του s και του t, ολοκληρώνουμε ως προς t, και έτσι καταλήγουμε με μια συνάρτηση
του s.
Μπορούμε να υπολογίσουμε το μετασχηματισμό Laplace πολλών συναρτήσεων απλά και
μόνον βάσει του ορισμού (1).
Παράδειγμα 1. Έστω f(t) = 1. Βρείτε το μετασχηματισμό Laplace F (s).
Από την (1) έχουμε:

F (s) = L(f) =
∫ ∞
0

e−stf(t) dt =

∫ ∞
0

e−st dt = − 1

s
e−st

∣∣∣∣∞
0

=
1

s
, (s > 0).

Υπενθυμίζουμε ότι το παραπάνω ολοκλήρωμα είναι ένα γενικευμένο ολοκλήρωμα και από
τον ορισμό του υπολογίζεται ως εξής:∫ ∞

0

e−stf(t) dt = lim
T→∞

∫ T

0

e−stf(t) dt.

Επομένως, εδώ έχουμε∫ ∞
0

e−stf(t) dt = lim
T→∞

[
−1

s
e−st

]T
0

= lim
T→∞

[
−1

s
e−sT +

1

s
e0
]
=

1

s
, (s > 0).

Σημειώνουμε ότι, από εδώ και στο εξής, θα χρησιμοποιούμε το βολικότερο συμβολισμό− 1
s
e−st

∣∣∞
0

στη θέση του ορθότερου limT→∞
[
−1

s
e−st

]T
0
.

Άρα δείξαμε ότι L(1) = 1
s
. □

Παράδειγμα 2. Έστω f(t) = eat, t ≥ 0 και a είναι μια σταθερά. Βρείτε το μετασχηματισμό
Laplace F (s).

∗Για τα γενικευμένα ολοκληρώματα μπορείτε να ανατρέξετε στις σημειώσεις του μαθήματος Μαθηματικά Ι
για τα Ολοκληρώματα.
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Από την (1) έχουμε:

F (s) = L(f) =
∫ ∞
0

e−stf(t) dt =

∫ ∞
0

e−steat dt

=

∫ ∞
0

e−(s−a)t dt = − 1

s− a
e−(s−a)t

∣∣∣∣∞
0

=
1

s− a
, (s > a).

Παρατηρήστε ότι ο μετασχηματισμός υπάρχει μόνον για s > a (αλλιώς το γενικευμένο ολο-
κλήρωμα δεν υπάρχει).
Άρα δείξαμε ότι L(eat) = 1

s−a . □
Όπως είδαμε μέχρι τώρα, αν μας δώσουν μια συνάρτηση f(t) μπορούμε να υπολογίσουμε το
μετασχηματισμό Laplace F (s) μέσω της (1). Μπορούμε, ανάλογα, να θεωρήσουμε και το αντί-
στροφο πρόβλημα: Δοθείσης μιας συνάρτησης F (s), βρείτε μια συνάρτηση f(t) της οποίας ο
μετασχηματισμός Laplace είναι F (s). Για παράδειγμα, αν F (s) = 1

s−2 , τότε, όπως είδαμε στο
Παράδειγμα 2, η συνάρτηση f(t) = e2t έχει ως μετασχηματισμό Laplace την F (s). Σε αυτή
την περίπτωση θα λέμε ότι η f(t) = e2t είναι ο αντίστροφος μετασχηματισμός Laplace
της F (s) = 1

s−2 , και θα γράφουμε

e2t = L−1
(

1

s− 2

)
.

Γενικά, θα χρησιμοποιούμε το συμβολισμό

F (s) = L(f), f(t) = L−1(F ).

Από τα παραδείγματα που είδαμε, συμπεραίνουμε ότι ο υπολογισμός του μετασχηματισμού
Laplace μέσω της (1) μπορεί να είναι μια αρκετά επίπονη διαδικασία. Ευτυχώς, αρκετές γενιές
μαθηματικών, επιστημόνων και μηχανικών υπολόγισαν το μετασχηματισμό Laplace μεγάλου
πλήθους συναρτήσεων, και τα αποτελέσματα περιλαμβάνονται σε εκτενείς πίνακες και σε
πακέτα μαθηματικού λογισμικού. Εμείς θα χρειαστούμε ένα μικρό πίνακα που περιέχει το
μετασχηματισμό Laplace μερικών βασικών συναρτήσεων, βλέπε τον Πίνακα 1.
Αν γνωρίζουμε το μετασχηματισμό Laplace κάποιων απλών συναρτήσεων, τότε μπορούμε να
βρούμε το μετασχηματισμό Laplace και πιο σύνθετων συναρτήσεων βασιζόμενοι στις ιδίοτη-
τες του μετασχηματισμού. Ξεκινάμε με τη βασική ιδιότητα της γραμμικότητας.

Θεώρημα 1.1. Αν f(t) και g(t) είναι δύο συναρτήσεις για τις οποίες υπάρχει ο μετασχηματισμός
Laplace και a, b είναι δύο σταθερές, τότε υπάρχει ο μετασχηματισμός Laplace και για τη συνάρτηση
af(t) + bg(t), και ισχύει

L{af(t) + bg(t)} = aL{f(t)}+ bL{g(t)}.
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Απόδειξη: Η απόδειξη είναι πολύ απλή. Λόγω της (1) έχουμε

L{af(t) + bg(t)} =

∫ ∞
0

e−st[af(t) + bg(t)] dt

= a

∫ ∞
0

e−stf(t) dt+ b

∫ ∞
0

e−stg(t) dt = aL{f(t)}+ bL{g(t)}.

□

f(t) L(f) f(t) L(f)
1 1 1/s 7 cosωt s

s2+ω2

2 t 1/s2 8 sinωt ω
s2+ω2

3 t2 2!/s3 9 cosh at s
s2−a2

4 tn, n = 0, 1, . . . n!
sn+1 10 sinh at a

s2−a2

5 ta, a > 0 Γ(a+1)
sa+1 11 eat cosωt s−a

(s−a)2+ω2

6 eat 1
s−a 12 eat sinωt ω

(s−a)2+ω2

Πίνακας 1: Ο μετασχηματισμός Laplace L(f) βασικών συναρτήσεων f(t).

Παρατηρήσεις: Το σύμβολο n! που εμφανίζεται στον Πίνακα 1, στον τύπο 4, διαβάζεται n
παραγοντικό και ορίζεται ως εξής:

n! = 1 · 2 · 3 . . . n, για n ≥ 1, και 0! = 1.

Προφανώς, ισχύει ότι (n+1)! = n!(n+1), n ≥ 0. Η συνάρτησηΓ(a+1) που εμφανίζεται στον
Πίνακα 1, στον τύπο 5, είναι η αποκαλούμενη συνάρτηση–Γάμμα. Οι συναρτήσεις cosh at και
sinh at, που εμφανίζονται στους τύπους 9 και 10 του Πίνακα 1, αντίστοιχα, λέγονται υπερβο-
λικό συνημίτονο και υπερβολικό ημίτονο, αντίστοιχα. Ο ορισμός και κάποιες ιδιότητες των
υπερβολικών συναρτήσεων δίνονται στο Παράρτημα, στο τέλος των σημειώσεων αυτών.

Πόρισμα1.1. Οαντίστροφος μετασχηματισμός είναι και αυτός γραμμικός. Δηλαδή, ανF (s), G(s)

είναι ο μετασχηματισμός Laplace των f(t), g(t), αντίστοιχα, τότε

L−1{aF (s) + bG(s)} = aL−1{F (s)}+ bL−1{G(s)}.
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Παραδείγματα.

1. Βρείτε τον L{t2 − 2 sin(3t) + 3e−t}.

Έχουμε

L{t2 − 2 sin(3t) + 3e−t} = L{t2} − 2L{sin(3t)}+ 3L{e−t}

=
2

s3
− 2

3

s2 + 32
+ 3

1

s+ 1
=

2

s3
− 6

s2 + 9
+

3

s+ 1
.

2. Βρείτε τον L−1{ 3
s−2 −

7s
s2+5

}.

Έχουμε

L−1
{

3

s− 2
− 7s

s2 + 5

}
= 3L−1

{
1

s− 2

}
− 7L−1

{
s

s2 + 5

}
= 3L−1

{
1

s− 2

}
− 7L−1

{
s

s2 +
√
5
2

}
= 3e2t − 7 cos(

√
5t).

3. Βρείτε τον L−1{2s−4
s2−9}.

Έχουμε

L−1
{
2s− 4

s2 − 9

}
= 2L−1

{
s

s2 − 32

}
− 4L−1

{
1

s2 − 32

}
= 2L−1

{
s

s2 − 32

}
− 4

3
L−1

{
3

s2 − 32

}
= 2 cosh(3t)− 4

3
sinh(3t).

□

Ο μετασχηματισμός Laplace έχει την ακόλουθη πολύ χρήσιμη ιδιότητα: Αν γνωρίζουμε το
μετασχηματισμό της f(t), τότε μπορούμε να βρούμε και το μετασχηματισμό της eatf(t) σύμ-
φωνα με το ακόλουθο θεώρημα.

Θεώρημα 1.2 (Πρώτο θεώρημα μετατόπισης). Αν ο μετασχηματισμός Laplace της f(t) είναι η
F (s), τότε

L{eatf(t)} = F (s− a).

Επιπλέον, για τον αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace ισχύει ότι

eatf(t) = L−1{F (s− a)}.
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Παραδείγματα.

1. Βρείτε τον L{e−4tt3}.

Έχουμε

L{e−4tt3} =
3!

s3+1

∣∣∣∣
s←s+4

=
3!

(s+ 4)4
.

2. Βρείτε τον L{e2t(2 sin 3t− 3 cos 4t)}.

Έχουμε

L{e2t(2 sin 3t− 3 cos 4t)} = 2L{e2t sin 3t} − 3L{e2t cos 4t}

= 2
3

s2 + 32

∣∣∣∣
s←s−2

− 3
s

s2 + 42

∣∣∣∣
s←s−2

=
6

(s− 2)2 + 9
− 3(s− 2)

(s− 2)2 + 16
.

3. Βρείτε τον L−1{ 1
(s+1)5

}.

Έχουμε

L−1
{

1

(s+ 1)5

}
= e−tL−1

{
1

s5

}
= e−t

1

4!
L−1

{
4!

s5

}
= e−t

t4

4!
.

□

Κλείνοντας αυτή την παράγραφο θα ασχοληθούμε με ένα σημαντικό ερώτημα: Ποιές συναρ-
τήσεις έχουν μετασχηματισμό Laplace; Σίγουρα, αν οι τιμές μιας συνάρτησης αυξάνουν πολύ
γρήγορα καθώς το t μεγαλώνει, τότε το γενικευμένο ολοκλήρωμα δεν θα υπάρχει και, επο-
μένως, η συνάρτηση αυτή δεν θα έχει μετασχηματισμό Laplace. Υπάρχουν δύο συνθήκες οι
οποίες εξασφαλίζουν την ύπαρξη του μετασχηματισμού.

• Η πρώτη συνθήκη απαιτεί η συνάρτηση να μην αυξάνει πολύ γρήγορα. Συγκεκριμένα,
απαιτούμε να υπάρχουν σταθερές M > 0 και k τέτοιες ώστε

|f(t)| ≤ Mekt, για κάθε t ≥ 0. (2)

Τέτοιες συναρτήσεις λέμε ότι είναι εκθετικής τάξης.

• Η δεύτερη συνθήκη απαιτεί η συνάρτηση να είναι κατά τμήματα συνεχής. Η συ-
νάρτηση f(t) θα λέμε ότι είναι κατά τμήματα συνεχής σε κάθε πεπερασμένο διάστημα
a ≤ t ≤ b, αν μπορούμε να χωρίσουμε το διάστημα αυτό σε πεπερασμένο πλήθος υπο-
διαστημάτων σε καθένα από τα οποία η f είναι συνεχής και έχει πεπερασμένα όρια
καθώς το t τείνει στα άκρα του υποδιαστήματος (από το εσωτερικό του). Με άλλα
λόγια, αυτό σημαίνει ότι οι μόνες πιθανές ασυνέχειες που εμφανίζονται είναι πεπερα-
σμένα άλματα, βλ. Σχήμα 1.
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Solution. Applying the inverse transform, using its linearity (Prob. 24), and completing the square, we obtain

We now see that the inverse of the right side is the damped vibration (Fig. 114)

!f (t) ! e!t(3 cos 20t " 7 sin 20t).

f ! l!1b 

3(s # 1) " 140

(s # 1)2 # 400
 r ! 3l!1b 

s # 1

(s # 1)2 # 202
 r " 7l!1b 

20

(s # 1)2 # 202
 r .

SEC. 6.1 Laplace Transform. Linearity. First Shifting Theorem (s-Shifting) 209

t0

4

–4

–6

2

–2

6

1.0 1.5 2.0 2.5 3.00.5

Fig. 114. Vibrations in Example 5

Existence and Uniqueness of Laplace Transforms
This is not a big practical problem because in most cases we can check the solution of
an ODE without too much trouble. Nevertheless we should be aware of some basic facts.

A function has a Laplace transform if it does not grow too fast, say, if for all 
and some constants M and k it satisfies the “growth restriction”

(2)

(The growth restriction (2) is sometimes called “growth of exponential order,” which may
be misleading since it hides that the exponent must be kt, not or similar.)

need not be continuous, but it should not be too bad. The technical term (generally
used in mathematics) is piecewise continuity. is piecewise continuous on a finite
interval where f is defined, if this interval can be divided into finitely many
subintervals in each of which f is continuous and has finite limits as t approaches either
endpoint of such a subinterval from the interior. This then gives finite jumps as in
Fig. 115 as the only possible discontinuities, but this suffices in most applications, and
so does the following theorem.

a $ t $ b
f (t)

f (t)
kt 2

ƒ  f (t) ƒ $ Mekt.

t % 0f (t)

ta b

Fig. 115. Example of a piecewise continuous function f (t). 
(The dots mark the function values at the jumps.)

        

Σχήμα 1: Παράδειγμα κατά τμήματα συνεχούς συνάρτησης. (Οι τελείες σημειώνουν τις τιμές της συ-
νάρτησης στα σημεία ασυνέχειας).

Τα παραπάνω συνοψίζονται στο ακόλουθο θεώρημα:

Θεώρημα 1.3 (Ύπαρξη μετασχηματισμού Laplace). Αν η f(t) ορίζεται και είναι κατά τμήματα
συνεχής σε κάθε πεπερασμένο διάστημα του ημιάξονα t ≥ 0, και ικανοποιεί την (2) για κάποιες
σταθερέςM και k, τότε υπάρχει ο μετασχηματισμός Laplace L(f) για κάθε s > k.

2 Μετασχηματισμός παραγώγων και ολοκληρωμάτων.
Συνήθεις Διαφορικές Εξισώσεις

Αυτό που κάνει τον μετασχηματισμό Laplace ιδιαίτερα χρήσιμο για την επίλυση ΣΔΕ είναι
ότι μετατρέπει πράξεις παραγώγισης για την αρχική συνάρτηση f(t) σε πολλαπλασιασμούς
για τη μετασχηματισμένη συνάρτηση F (s). Συγκεκριμένα, ισχύει το ακόλουθο θεώρημα:

Θεώρημα2.1. Οι μετασχηματισμοί της πρώτης και της δεύτερης παραγώγου της f(t) ικανοποιούν
τις σχέσεις:

L(f ′) = sL(f)− f(0), (3)
L(f ′′) = s2L(f)− sf(0)− f ′(0). (4)

Η (3) ισχύει όταν η f(t) είναι συνεχής για κάθε t ≥ 0, ικανοποιεί τη συνθήκη (2), και η f ′(t) είναι
κατά τμήματα συνεχής σε κάθε πεπερασμένο διάστημα του ημιάξονα t ≥ 0.
Ανάλογα, η (4) ισχύει όταν οι f, f ′ είναι συνεχείς για κάθε t ≥ 0, ικανοποιούν τη συνθήκη (2), και
η f ′′ είναι κατά τμήματα συνεχής σε κάθε πεπερασμένο διάστημα του ημιάξονα t ≥ 0.

Επιπλέον, ισχύει και η ακόλουθη γενίκευση του προηγούμενου θεωρήματος για το μετασχη-
ματισμό της n–οστής παραγώγου f (n):

Θεώρημα 2.2. Έστω ότι οι f, f ′, . . . , f (n−1) είναι συνεχείς για κάθε t ≥ 0 και ικανοποιούν τη
συνθήκη (2). Επιπλέον, υποθέτουμε ότι η f (n) είναι κατά τμήματα συνεχής σε κάθε πεπερασμένο
διάστημα του ημιάξονα t ≥ 0. Τότε ο μετασχηματισμός της f (n) ικανοποιεί τη σχέση

L(f (n)) = snL(f)− sn−1f(0)− sn−2f ′(0)− · · · − f (n−1)(0). (5)
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Η παραγώγιση και η ολοκλήρωση είναι αντίστροφες διαδικασίες, και το ίδιο είναι ο πολ-
λαπλασιασμός και η διαίρεση. Είδαμε ότι η παραγώγιση μιας συνάρτησης f(t) αντιστοιχεί
(χονδρικά) σε πολλαπλασιασμό της μετασχηματισμένης L(f) επί s, είναι επομένως λογικό
να αναμένουμε ότι η ολοκλήρωση της f(t) θα αντιστοιχεί σε διαίρεση της L(f) δια s:

Θεώρημα 2.3. ’Εστω ότι η f(t) είναι κατά τμήματα συνεχής για κάθε t ≥ 0, ικανοποιεί τη
συνθήκη (2), και έστω ότι η F (s) είναι ο μετασχηματισμός Laplace της f(t). Τότε για s > 0,
s > k, και t > 0, έχουμε

L
{∫ t

0

f(τ) dτ

}
=

1

s
F (s), επομένως

∫ t

0

f(τ) dτ = L−1
{
1

s
F (s)

}
. (6)

2.1 Συνήθεις διαφορικές εξισώσεις, προβλήματα αρχικών τιμών

Ας δούμε τώρα πώς μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το μετασχηματισμό Laplace για να λύ-
σουμε ΣΔΕ και ΠΑΤ. Θεωρούμε το ΠΑΤ

y′′ + ay′ + by = r(t), y(0) = y0, y′(0) = y1, (7)

όπου τα a, b είναι σταθερές. Εδώ η r(t) είναι η λεγόμενη είσοδος (input) του μηχανικού
ή ηλεκτρικού συστήματος και η ζητούμενη y(t) είναι η έξοδος ή απόκριση (output) του
συστήματος.
Για να λύσουμε ένα τέτοιο πρόβλημα ακολουθούμε τα εξής βήματα:

Βήμα 1: Παίρνουμε το μετασχηματισμό Laplace και στα δύο μέλη της (7), και χρησιμοποιούμε
την ιδιότητα της γραμμικότητας του Θεωρήματος 1.1. Συμβολίζουμε L{y(t)} = Y (s)

και L{r(t)} = R(s).

L{y′′ + ay′ + by} = L{r(t)} ⇔ L{y′′}+ aL{y′}+ bL{y} = L{r(t)}
(3),(4)⇔ [s2Y (s)− sy(0)− y′(0)] + a [sY (s)− y(0)] + bY (s) = R(s)

⇔ (s2 + as+ b)Y (s) = (s+ a)y(0) + y′(0) +R(s).

Βήμα 2: Λύνουμε την τελευταία εξίσωση ως προς Y (s). Για το σκοπό αυτό διαιρούμε και τα
δύο μέλη δια s2 + as+ b και έχουμε

Y (s) =
(s+ a)y(0) + y′(0) +R(s)

s2 + as+ b
(8)

Βήμα 3: Απλοποιούμε την (8) (συνήθως με ανάλυση σε απλά κλάσματα†) σε ένα άθροισμα
όρων των οποίων μπορούμε να βρούμε τον αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace από
πίνακες.

†Για τη διαδικασία της ανάλυσης σε απλά κλάσματα μπορείτε να ανατρέξετε στην Παράγραφο 5.3 των
σημειώσεων του μαθήματος Μαθηματικά Ι για τα Ολοκληρώματα.
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Παράδειγμα 1. Να λυθεί το ΠΑΤ

y′′ − y = t, y(0) = 1, y′(0) = 1.

Βήμα 1: Παίρνουμε το μετασχηματισμό Laplace και στα δύο μέλη της εξίσωσης, και χρησι-
μοποιούμε την ιδιότητα της γραμμικότητας του Θεωρήματος 1.1 και τις σχέσεις (3) και
(4).

L{y′′} − L{y} = L{t} ⇔ [s2Y (s)− sy(0)− y′(0)]− Y (s) =
1

s2

⇔ (s2 − 1)Y (s) = sy(0) + y′(0) +
1

s2

⇔ (s2 − 1)Y (s) = s+ 1 +
1

s2
.

Βήμα 2: Λύνουμε την τελευταία εξίσωση ως προς Y (s).

(s2 − 1)Y (s) = s+ 1 +
1

s2
⇔ Y (s) =

s+ 1 + 1
s2

s2 − 1
⇔ Y (s) =

s+ 1

s2 − 1
+

1

s2(s2 − 1)

⇔ Y (s) =
s+ 1

(s− 1)(s+ 1)
+

(
1

s2 − 1
− 1

s2

)
⇔ Y (s) =

1

s− 1
+

1

s2 − 1
− 1

s2
.

Βήμα 3: Χρησιμοποιούμε τον αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace και τον Πίνακα 1 για να
βρούμε τη λύση του ΠΑΤ.

y(t) = L−1(Y ) = L−1
{

1

s− 1

}
+ L−1

{
1

s2 − 1

}
− L−1

{
1

s2

}
= et + sinh t− t.

□
Παράδειγμα 2. Να λυθεί το ΠΑΤ για την ακόλουθη ΔΕ πρώτης τάξης:

y′ + 2y = e−t, y(0) = 0.

Βήμα 1: Παίρνουμε το μετασχηματισμό Laplace και στα δύο μέλη της εξίσωσης, και χρη-
σιμοποιούμε ξανά την ιδιότητα της γραμμικότητας του Θεωρήματος 1.1 και τη σχέση
(3).

L{y′}+ 2L{y} = L{e−t} ⇔ [sY (s)− y(0)] + 2Y (s) =
1

s+ 1

⇔ (s+ 2)Y (s) =
1

s+ 1
.
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Βήμα 2: Λύνουμε την τελευταία εξίσωση ως προς Y (s).

(s+ 2)Y (s) =
1

s+ 1
⇔ Y (s) =

1

(s+ 1)(s+ 2)
.

Αναλύουμε τη ρητή συνάρτηση 1
(s+1)(s+2)

σε απλά κλάσματα.

1

(s+ 1)(s+ 2)
=

a

s+ 1
+

b

s+ 2

⇔ 1

(s+ 1)(s+ 2)
=

a(s+ 2) + b(s+ 1)

(s+ 1)(s+ 2)

⇔ 1

(s+ 1)(s+ 2)
=

(a+ b)s+ 2a+ b

(s+ 1)(s+ 2)
.

Εξισώνοντας τους αριθμητές έχουμε:{
a+ b = 0

2a+ b = 1

}
⇔ a = 1, b = −1.

Επομένως
Y (s) =

1

(s+ 1)(s+ 2)
=

1

s+ 1
− 1

s+ 2

Βήμα 3: Χρησιμοποιούμε τον αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace και τον Πίνακα 1 για να
βρούμε τη λύση του ΠΑΤ.

y(t) = L−1(Y ) = L−1
{

1

s+ 1

}
− L−1

{
1

s+ 2

}
= e−t − e−2t.

□

3 Ησυνάρτησημοναδιαίου βήματος (συνάρτησηHeaviside).
Το δεύτερο θεώρημα μετατόπισης

Ορισμός 3.1. Η συνάρτηση μοναδιαίου βήματος ή συνάρτηση Heaviside ορίζεται από τον τύπο

u(t− a) =

{
0, αν t < a,

1, αν t ≥ a.
(9)

Στο Σχήμα 2 (αριστερά) βλέπουμε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης μοναδιαίου βή-
ματος u(t), και διαπιστώνουμε ότι παρουσιάζει ένα άλμα ασυνέχειας (ύψους 1) στο t = 0.
Ανάλογα, στο δεξί μέρος του Σχήματος 2 σχεδιάζουμε τη γραφική παράσταση της συνάρ-
τησης μοναδιαίου βήματος u(t − a), που παρουσιάζει ένα άλμα ασυνέχειας (ύψους 1) στο
t = a.
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u(t) u(t− a)

11

t t0 0 a

Σχήμα 2: Γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων μοναδιαίου βήματος u(t) (αριστερά) και u(t− a)

(δεξιά).

Ο μετασχηματισμός Laplace της συνάρτησης μοναδιαίου βήματος u(t− a) προκύπτει άμεσα
από τον ορισμό (1),

L{u(t− a)} =

∫ ∞
0

e−stu(t− a) dt =

∫ ∞
a

e−st dt = − e−st

s

∣∣∣∣∞
t=a

=
e−as

s
.

Άρα

L{u(t− a)} =
e−as

s
, s > 0. (10)

Η συνάρτηση μοναδιαίου βήματος χρησιμοποιείται πολύ συχνά στις επιστήμες μηχανικού
σε εφαρμογές που αφορούν συναρτήσεις οι οποίες (περιγράφουν μηχανικές ή ηλεκτρικές δυ-
νάμεις διέγερσης και) μπορούν να χαρακτηριστούν ως αδρανείς “off” ή ενεργές “on”. Όταν
πολλαπλασιάζουμε μια συνάρτηση f(t) με μια συνάρτηση μοναδιαίου βήματος u(t−a) μπο-
ρούμε να προκαλέσουμε διάφορα φαινόμενα. Η βασική ιδέα εξηγείται στο Σχήμα 3: Η αρχική
συνάρτηση f(t) φαίνεται στο (A). Στο (B) η συνάρτηση f(t) πολλαπλασιάζεται με τη συνάρ-
τηση u(t−2) έχοντας ως αποτέλεσμα τον μηδενισμό της για 0 ≤ t < 2 (με άλλα λόγια η f(t)
είναι “off” για 0 ≤ t < 2). Στο (C) η συνάρτηση μεταφέρεται δύο μονάδες προς τα δεξιά, και
επειδή πολλαπλασιάζεται με την u(t− 2) ουσιαστικά ενεργοποιείται (είναι “on”) για t ≥ 2.
Γενικά, ισχύει το εξής: Αν f(t) = 0 για κάθε t < 0, τότε η γραφική παράσταση της συνάρ-
τησης f(t− a)u(t− a), με a > 0, είναι η γραφική παράσταση της f(t) μετατοπισμένη προς
τα δεξιά κατά a.
Αποδεικνύεται το ακόλουθο θεώρημα:

Θεώρημα 3.1 (Δεύτερο θεώρημα μετατόπισης). Αν η f(t) έχει μετασχηματισμό Laplace F (s),
τότε

L{f(t− a)u(t− a)} = e−asF (s). (11)

Επιπλέον, έχουμε για τον αντίστροφο μετασχηματισμό

f(t− a)u(t− a) = L−1{e−asF (s)}. (12)

11



Figure 118 shows the special case which has its jump at zero, and Fig. 119 the general
case for an arbitrary positive a. (For Heaviside, see Sec. 6.1.)

The transform of follows directly from the defining integral in Sec. 6.1,

;

here the integration begins at because is 0 for Hence

(2) (s ! 0).l{u(t " a)} #
e!as

s

t $ a.u(t " a)t # a (%0)

l{u(t " a)} # !
"

0

e!stu(t " a) dt # !
"

0

e!st # 1 dt # " 
e!st

s ` "
t#a

u(t " a)
u(t " a)

u(t),
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u(t)

t

1

0

u(t – a)

a t

1

0

Fig. 118. Unit step function u(t) Fig. 119. Unit step function u(t " a)

f (t)

(A)  f (t) = 5 sin t (B)  f (t)u(t – 2) (C)  f (t – 2)u(t – 2)

t

5

0

–5

t

5

0

–5

t

5

0

–5

+22 π +2π 2π π 2π2 2π

Fig. 120. Effects of the unit step function: (A) Given function. 
(B) Switching off and on. (C) Shift.

The unit step function is a typical “engineering function” made to measure for engineering
applications, which often involve functions (mechanical or electrical driving forces) that
are either “off ” or “on.” Multiplying functions with we can produce all sorts
of effects. The simple basic idea is illustrated in Figs. 120 and 121. In Fig. 120 the given
function is shown in (A). In (B) it is switched off between and (because

when and is switched on beginning at In (C) it is shifted to the
right by 2 units, say, for instance, by 2 sec, so that it begins 2 sec later in the same fashion
as before. More generally we have the following.

Let for all negative t. Then with is shifted
(translated) to the right by the amount a.

Figure 121 shows the effect of many unit step functions, three of them in (A) and
infinitely many in (B) when continued periodically to the right; this is the effect of a
rectifier that clips off the negative half-waves of a sinuosidal voltage. CAUTION! Make
sure that you fully understand these figures, in particular the difference between parts (B)
and (C) of Fig. 120. Figure 120(C) will be applied next.

f (t)a ! 0f (t " a)u(t " a)f (t) # 0

t # 2.t $ 2)u(t " 2) # 0
t # 2t # 0

u(t " a),f (t)

        

Σχήμα 3: Επίδραση του πολλαπλασιασμού με τη συνάρτηση μοναδιαίου βήματος.

Παράδειγμα 1.Μια πολύ χρήσιμη συνάρτηση σε εφαρμογές είναι η λεγόμενη συνάρτηση
ορθογώνιου παλμού ή συνάρτηση φίλτρου, που ορίζεται ως

f(t) =

{
1, a ≤ t ≤ b,

0, αλλού.

1

a b

Σχήμα 4: Η συνάρτηση ορθογώνιου παλμού u(t− a)− u(t− b).

Η f(t) μπορεί να γραφεί με τη βοήθεια της συνάρτησης μοναδιαίου βήματος ως εξής:

f(t) = u(t− a)− u(t− b).

Ο μετασχηματισμός Laplace της συνάρτησης ορθογώνιου παλμού είναι:

L{f(t)} = L{u(t− a)− u(t− b)} = L{u(t− a)} − L{u(t− b)} =
e−as

s
− e−bs

s

=
e−as − e−bs

s
.

□
Παράδειγμα 2. Η συνάρτηση μοναδιαίου βήματος χρησιμοποιείται για να εκφράσουμε μια
συνάρτηση με πολλούς κλάδους ως μια συνάρτηση που δίνεται από ένα τύπο. Θεωρήστε τη
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συνάρτηση

f(t) =


1
2
, 0 ≤ t < 2

t− 1, 2 ≤ t ≤ 3

5− t2, 3 < t ≤ 6

0, t > 6

Καταρχήν, μπορούμε να γραψουμε την f(t) σε μια γραμμή ως εξής:

f(t) =
1

2
u(t) +

(
t− 1− 1

2

)
u(t− 2) +

(
5− t2 − (t− 1)

)
u(t− 3)− (5− t2)u(t− 6).

Ο πρώτος όρος ενεργοποιεί (“on”) τη συνάρτηση 1/2 στο t = 0. Ο δεύτερος όρος ενεργοποιεί
(“on”) την (t− 1) στο t = 2 και μηδενίζει (“off”) την 1/2 στο t = 2. Ο τρίτος όρος ενεργοποιεί
(“on”) την (5−t2) στο t = 3 και μηδενίζει (“off”) την (t−1) στο t = 3, ενώ, τελικά, ο τέταρτος
όρος μηδενίζει (“off”) την (5− t2) στο t = 6.
Θέλουμε τώρα να υπολογίσουμε το μετασχηματισμό Laplace της f(t). Για το σκοπό αυτό
πρέπει να μετατρέψουμε τη συνάρτηση στην ακόλουθη ισοδύναμη μορφή:

f(t) =
1

2
u(t) +

[
(t− 2) +

1

2

]
u(t− 2)

+
[
− (t− 3)2 − 7(t− 3)− 6

]
u(t− 3)

+
[
(t− 6)2 + 12(t− 6) + 31

]
u(t− 6).

Τότε χρησιμοποιώντας το Θεώρημα 1.1 και την ιδιότητα μετατόπισης (11) έχουμε:

L{f(t)} =
1

2
L{u(t)}+ L{(t− 2)u(t− 2)}+ 1

2
L{u(t− 2)}

− L{(t− 3)2u(t− 3)} − 7L{(t− 3)u(t− 3)} − 6L{u(t− 3)}
+ L{(t− 6)2u(t− 6)}+ 12L{(t− 6)u(t− 6)}+ 31L{u(t− 6)}

=
1

2
· 1
s
+ e−2s · 1

s2
+

1

2
· e
−2s

s

− e−3s · 2

s3
− 7e−3s · 1

s2
− 6 · e

−3s

s

+ e−6s · 2

s3
+ 12e−6s · 1

s2
+ 31 · e

−6s

s
.

Στο Σχήμα 5 σχεδιάζουμε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f(t) (αριστερά) και
του μετασχηματισμού L{f(t)} = F (s) (δεξιά). □

4 Η «συνάρτηση» δ του Dirac

Σε αυτή την παράγραφο θα μελετήσουμε πώς μπορούμε να εκφράσουμε με μαθηματικό τρόπο
φαινόμενα τα οποία πραγματοποιούνται σχεδόν ακαριαία (δηλαδή σε πολύ μικρά χρονικά
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Σχήμα 5: Γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f(t) (αριστερά) και του μετασχηματισμού F (s)

(δεξιά).

διαστήματα). Παραδείγματα τέτοιων φαινομένων αποτελούν το μπαλάκι του τένις τη στιγμή
που το χτυπάμε με τη ρακέτα, ένα αεροπλάνο που εκτελεί «σκληρή» προσγείωση, ένα μη-
χανικό σύστημα που διεγείρεται από έναν κρουστικό παλμό, καθώς και πολλά άλλα παρα-
δειγματα γνωστά από την καθημερινότητά μας.
Τέτοια παραδείγματα που έχουν αυτό το κοινό χαρακτηριστικό της «στιγμιαίας» επίδρασης
μοντελοποιούνται μαθηματικά με τη βοήθεια της «συνάρτησης» δ του Dirac και μπορούμε
να τα επιλύσουμε αποτελεσματικά με τη βοήθεια του μετασχηματισμού Laplace.
Ας θεωρήσουμε, αρχικά, τη συνάρτηση

fϵ(t− a) =

{
1/ϵ, a ≤ t ≤ a+ ϵ,

0, αλλού,
(13)

της οποίας η γραφική παράσταση δίνεται στο Σχήμα 6.

a a + ǫ

1

ǫ

1

ǫ
· ǫ = 1

Σχήμα 6: Η συνάρτηση fϵ(t− a) στην (13).

Για παράδειγμα, ας υποθέσουμε ότι η συνάρτηση αυτή περιγράφει μια δύναμη μεγέθους 1/ϵ
η οποία ασκείται μεταξύ των χρονικών στιγμών t = a και t = a + ϵ, όπου το ϵ είναι ένας
μικρός θετικός αριθμός. Παρατηρήστε ότι, για κάθε ϵ, ισχύει για το ολοκλήρωμα της fϵ(t−a)

ότι ισούται με 1. Πράγματι,∫ ∞
0

fϵ(t− a) dt =

∫ a+ϵ

a

fϵ(t− a) dt =
1

ϵ
· ϵ = 1. (14)
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Ας δούμε τώρα τι συμβαίνει καθώς παίρνουμε ολοένα και μικρότερες τιμές του ϵ. Για παρά-
δειγμα, στο Σχήμα 7 σχεδιάζουμε τα γραφήματα της συνάρτησης fϵ(t−2) για ϵ = 1, 1

2
, 1
4
, 1
10
.

−4 −2 0 2 4 6 8
0

1

2

4

10

 

 

¡=1
¡=1/2
¡=1/4
¡=1/10

Σχήμα 7: Η συνάρτηση fϵ(t− 2) στην (13) για ϵ = 1, 12 ,
1
4 ,

1
10 .

Παίρνουμε το όριο για ϵ → 0 και ορίζουμε

δ(t− a) = lim
ϵ→0

δϵ(t− a). (15)

Η δ(t−a) λέγεται συνάρτηση δ τουDirac. Η δ(t−a) δεν είναι συνάρτηση με τη συνηθισμένη
έννοια που χρησιμοποιούμε στον Απειροστικό Λογισμό. Όπως μπορούμε να δούμε λόγω των
(13) και (14) όταν παίρνουμε το όριο καθώς το ϵ → 0 έχουμε

δ(t− a) =

{
∞, t = a,

0, αλλού,
και

∫ ∞
0

δ(t− a) dt = 1. (16)

Φυσικά όπως ξέρουμε από τον Απειροστικό Λογισμό δεν υπάρχει καμιά συνηθισμένη συ-
νάρτηση που να ικανοποιεί την (16), και θα πρέπει να ερμηνεύσουμε την δ(t − a) ως μια
γενικευμένη συνάρτηση. Παρόλα αυτά είναι βολικό σε εφαρμογές που αφορούν αυτόν τον
στιγμιαίο χρονικά χαρακτήρα να χρησιμοποιούμε τη συνάρτηση δ σαν να ήταν μια συνηθι-
σμένη συνάρτηση. Ειδικότερα, αν g(t) είναι μια συνεχής συνάρτηση, τότε ισχύει ότι∫ ∞

0

g(t) δ(t− a) dt = g(a). (17)
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Επίσης, μπορεί κανείς να αποδείξει ότι ο μετασχηματισμός Laplace της συνάρτησης δ δίνεται
από τον τύπο

L{δ(t− a)} = e−as. (18)

Όπως θα δούμε στη συνέχεια τώρα πια είμαστε σε θέση να λύσουμε ΠΑΤ για ΣΔΕ που στο
δεύτερο μέλος έχουν τη συνάρτηση Heaviside (μοναδιαίου βήματος) ή τη συνάρτηση δ του
Dirac.

4.1 Μαθηματική μοντελοποίηση ενός συστήματος μάζας-ελατηρίου

Θεωρούμε ένα ελατήριο που κρέμεται κατακόρυφα από ένα σταθερό σημείο. Στο κάτω μέρος
του είναι τοποθετημένη μια μεταλική μπάλα, βλ. Σχήμα 8.

13. Linear operator. Illustrate the linearity of L in (2) by
taking , and .
Prove that L is linear.

14. Double root. If has distinct roots 
and , show that a particular solution is

. Obtain from this a solution
by letting and applying l’Hôpital’s rule.! : lxelx

y ! (e!x " elx)>(! " l)
l!

D2 # aD # bI

w ! cos 2xc ! 4, k ! "6, y ! e2x
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15. Definition of linearity. Show that the definition of
linearity in the text is equivalent to the following. If

and exist, then exists and 
and exist for all constants c and k, and

as well as 
and .L[kw] ! kL[w]

L[cy] ! cL[ y]L[ y # w] ! L[ y] # L[w]
L[kw]

L[cy]L[ y # w]L[w]L[ y]

2.4 Modeling of Free Oscillations 
of a Mass–Spring System

Linear ODEs with constant coefficients have important applications in mechanics, as we
show in this section as well as in Sec. 2.8, and in electrical circuits as we show in Sec. 2.9.
In this section we model and solve a basic mechanical system consisting of a mass on an
elastic spring (a so-called “mass–spring system,” Fig. 33), which moves up and down.

Setting Up the Model
We take an ordinary coil spring that resists extension as well as compression. We suspend
it vertically from a fixed support and attach a body at its lower end, for instance, an iron
ball, as shown in Fig. 33. We let denote the position of the ball when the system
is at rest (Fig. 33b). Furthermore, we choose the downward direction as positive, thus
regarding downward forces as positive and upward forces as negative.

y ! 0

2ROBERT HOOKE (1635–1703), English physicist, a forerunner of Newton with respect to the law of
gravitation.

Unstretched
spring

System at
rest

System in
motion

(a) (b) (c)

s0

y
(y = 0)

Fig. 33. Mechanical mass–spring system

We now let the ball move, as follows. We pull it down by an amount (Fig. 33c).
This causes a spring force

(1) (Hooke’s law2)

proportional to the stretch y, with called the spring constant. The minus sign
indicates that points upward, against the displacement. It is a restoring force: It wants
to restore the system, that is, to pull it back to . Stiff springs have large k.y ! 0

F1

k ( $  0)

F1 ! "ky

y $ 0

        

Σχήμα 8: Σύστημα μάζας–ελατηρίου.

Έστω ότι η θέση ηρεμίας του συστήματος είναι y = 0, και θεωρούμε ως θετική φορά της
κίνησης τη φορά προς τα κάτω. Έτσι δυνάμεις με φορά προς τα κάτω θεωρούνται ως θετικές,
ενώ δυνάμεις με φορά προς τα πάνω ως αρνητικές. Αρχικά, τραβάμε τη μπάλα κατακόρυφα
προς τα κάτω κατά y > 0. Αυτό προκαλεί στο ελατήριο μια δύναμη, που είναι ανάλογη της
μετατόπισης y,

F1 = −ky, (Νόμος του Hooke) (19)

όπου k είναι μια σταθερά που εξαρτάται από το ελατήριο (άκαμπτα ελατήρια έχουν μεγάλο
k). Το πρόσημο «−» δηλώνει ότι η δύναμη έχει φορά προς τα πάνω, δηλαδή είναι αντίθετη
στη μετατόπιση.
Η κίνηση του συστήματος μάζα–ελατήριο καθορίζεται από το δεύτερο νόμο του Νεύτωνα
σύμφωνα με τον οποίο

Μάζα× Επιτάχυνση = my′′ = Δύναμη, (20)
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όπου ως «Δύναμη» εννοούμε τη συνισταμένη των δυνάμεων που ασκούνται στη μπάλα. Γε-
νικά, σε κάθε σύστημα υπάρχει και απόσβεση, αλλιώς θα συνέχιζε να κινείται για πάντα. Αν
όμως θεωρήσουμε ότι η απόσβεση είναι μικρή και μελετάμε την κίνηση του συστήματος για
μικρά χρονικά διαστήματα, τότε μπορούμε να αγνοήσουμε την απόσβεση. Τότε από το νόμο
του Νεύτωνα (20) καταλήγουμε στη ΔΕ: my′′ = F1 = −ky, επομένως

my′′ + ky = 0 ⇔ y′′ + ω2
0y = 0, όπου ω0 =

√
k

m
. (21)

Όπως έχουμε ήδη δει αυτή είναι μια γραμμική ομογενής ΔΕ δεύτερης τάξης με σταθερούς
συντελεστές. Εύκολα μπορούμε να δούμε ότι η γενική της λύση είναι

y(t) = A cosω0t+B sinω0t. (22)

Η κίνηση αυτή λέγεται αρμονική ταλάντωση και έχει συχνότητα f = ω0/(2π) Hz διότι το
συνημίτονο και το ημίτονο που εμφανίζονται στην (22) έχουν περίοδο 2π/ω0. Η συχνότητα
αυτή αποκαλείται φυσική συχνότητα του συστήματος.
Τώρα προσθέτουμε στο μοντέλο μας και απόσβεση. Αυτό επιτυγχάνεται φυσικά αν συνδέ-
σουμε τη μπάλα με έναν αποσβεστήρα, βλ. Σχήμα 9.

An alternative representation of (4), which shows the physical characteristics of amplitude
and phase shift of (4), is

(4*)

with and phase angle , where . This follows from the
addition formula (6) in App. 3.1.

E X A M P L E  1 Harmonic Oscillation of an Undamped Mass–Spring System

If a mass–spring system with an iron ball of weight nt (about 22 lb) can be regarded as undamped, and
the spring is such that the ball stretches it 1.09 m (about 43 in.), how many cycles per minute will the system
execute? What will its motion be if we pull the ball down from rest by 16 cm (about 6 in.) and let it start with
zero initial velocity?

Solution. Hooke’s law (1) with W as the force and 1.09 meter as the stretch gives ; thus
. The mass is . This

gives the frequency .
From (4) and the initial conditions, . Hence the motion is

(Fig. 35).

If you have a chance of experimenting with a mass–spring system, don’t miss it. You will be surprised about
the good agreement between theory and experiment, usually within a fraction of one percent if you measure
carefully. !

y(t) ! 0.16 cos 3t [meter]  or  0.52 cos 3t [ft]

y(0) ! A ! 0.16 [meter] and yr(0) ! v0B ! 0
v0>(2p) ! 2k>m>(2p) ! 3>(2p) ! 0.48 [Hz] ! 29 [cycles>min]

m ! W>g ! 98>9.8 ! 10 [kg]98>1.09 ! 90 [kg>sec2] ! 90 [nt>meter]k ! W>1.09 !
W ! 1.09k

W ! 98

tan d ! B>AdC ! 2A2 " B2

y(t) ! C cos (v0t # d)

64 CHAP. 2 Second-Order Linear ODEs

102 4 6 8 t
–0.1
–0.2

0
0.1

0.2
y

Fig. 35. Harmonic oscillation in Example 1

ODE of the Damped System
To our model we now add a damping force

obtaining ; thus the ODE of the damped mass–spring system is

(5) (Fig. 36)

Physically this can be done by connecting the ball to a dashpot; see Fig. 36. We assume
this damping force to be proportional to the velocity . This is generally a good
approximation for small velocities.

yr ! dy>dt

mys " cyr " ky ! 0.

mys ! #ky # cyr

F2 ! #cyr,

mys ! #ky

Fig. 36.
Damped system

Dashpot

Ball

Springk

m

c

        

Σχήμα 9: Σύστημα μάζας–ελατηρίου με απόσβεση.

Αυτό προσθέτει στο μοντέλο μας μια δύναμη απόσβεσης που θεωρούμε ότι είναι ανάλογη
της ταχύτητας y′, δηλαδή θεωρούμε μια δύναμη F2 = −cy′. (Αυτή είναι μια αρκετά καλή
προσέγγιση για μικρές ταχύτητες.) Έτσι καταλήγουμε στην εξίσωση

my′′ + cy′ + ky = 0. (23)

Η σταθερά c είναι θετική και λέγεται σταθερά απόσβεσης. Η (23) είναι μια γραμμική ομογενής
ΣΔΕ δεύτερης τάξης και οι λύσεις της εξαρτώνται από τις διάφορες τιμές των σταθερώνm, c

και k.

Παράδειγμα 1 (Σύστημα μάζας–ελατηρίου με απόσβεση υπό την επίδραση ορθο-
γώνιου παλμού). Στο παράδειγμα αυτό θα μελετήσουμε την απόκριση ενός συστήματος
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μάζας–ελατηρίου με απόσβεση υπό την επίδραση ενός ορθογώνιου παλμού r(t), βλ. Σχήμα 10.
Συγκεκριμένα, έστω ότι m = 1, c = 3, k = 2, οπότε θέλουμε να μελετήσουμε το ΠΑΤ

y′′ + 3y′ + 2y = r(t) = u(t− 1)− u(t− 2), y(0) = 0, y′(0) = 0. (24)

Οι αρχικές συνθήκες y(0) = y′(0) = 0 δηλώνουν ότι η μετατόπιση και η ταχύτητα κατά τη
χρονική στιγμή t = 0 είναι μηδενικές.

E X A M P L E  1 Mass–Spring System Under a Square Wave

Determine the response of the damped mass–spring system (see Sec. 2.8) under a square wave, modeled by
(see Fig. 133)

Solution. From (1) and (2) in Sec. 6.2 and (2) and (4) in this section we obtain the subsidiary equation

Using the notation F(s) and partial fractions, we obtain

From Table 6.1 in Sec. 6.1, we see that the inverse is

Therefore, by Theorem 1 in Sec. 6.3 (t-shifting) we obtain the square-wave response shown in Fig. 133,

!

 ! d  

0        (0 " t " 1)

1
2 # e!(t!1) $ 1

2  
e!2(t!1)        (1 " t " 2)

#e!(t!1) $ e!(t!2) $ 1
2  

e!2(t!1) # 1
2  

e!2(t!2)        (t % 2).

 ! f (t # 1)u(t # 1) # f (t # 2)u(t # 2)

 y ! l!1(F(s)e!s # F(s)e!2s)

f (t) ! l!1(F) ! 1
2 # e!t $ 1

2  
e!2t.

F(s) !
1

s(s2 $ 3s $ 2)
!

1

s(s $ 1)(s $ 2)
!

1
2

s
#  

1

s $ 1
$

1
2

s $ 2
 .

s2Y $ 3sY $ 2Y !
1
s
 (e!s # e!2s).  Solution  Y(s) !

1
s(s2 $ 3s $ 2)

 (e!s # e!2s).

ys $ 3yr $ 2y ! r(t) ! u(t # 1) # u(t # 2),  y(0) ! 0,  yr(0) ! 0.

SEC. 6.4 Short Impulses. Dirac’s Delta Function. Partial Fractions 227

t

y(t )

0.5

0
10

1

2 3 4

Fig. 133. Square wave and response in Example 1

E X A M P L E  2 Hammerblow Response of a Mass–Spring System

Find the response of the system in Example 1 with the square wave replaced by a unit impulse at time 

Solution. We now have the ODE and the subsidiary equation

Solving algebraically gives

By Theorem 1 the inverse is

y(t) ! l!1(Y) ! c 

0 if 0 " t " 1

e!(t!1) # e!2(t!1) if t % 1.

Y(s) !
e!s

(s $ 1)(s $ 2)
! a 1

s $ 1
#  

1

s $ 2
b e!s.

ys $ 3yr $ 2y ! d(t # 1),  and  (s2 $ 3s $ 2)Y ! e!s.

t ! 1.

        

Σχήμα 10: Ορθογώνιος παλμός και η λύση του ΠΑΤ (24).

Θα λύσουμε το ΠΑΤ (24) με χρήση του μετασχηματισμού Laplace.
Όπως είδαμε στην Παράγραφο 2.1, παίρνουμε το μετασχηματισμό Laplace και στα δύο μέλη
της εξίσωσης, και χρησιμοποιούμε την ιδιότητα της γραμμικότητας του Θεωρήματος 1.1 και
τις σχέσεις (3), (4).

L{y′′}+ 3L{y′}+ 2L{y} = L{u(t− 1)} − L{u(t− 2)}

⇔ [s2Y (s)− sy(0)− y′(0)] + 3[sY (s)− y(0)] + 2Y (s) =
1

s

(
e−s − e−2s

)
⇔ (s2 + 3s+ 2)Y (s) =

1

s

(
e−s − e−2s

)
.

Λύνουμε την τελευταία εξίσωση ως προς Y (s) και έχουμε

Y (s) =
1

s(s2 + 3s+ 2)

(
e−s − e−2s

)
.

Για να μπορέσουμε να υπολογίσουμε τον αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace της εξίσωσης
αυτής θα πρέπει να αναλύσουμε τη ρητή συνάρτηση F (s) = 1

s(s2+3s+2)
σε απλά κλάσματα.

F (s) =
1

s(s2 + 3s+ 2)
=

1

s(s+ 1)(s+ 2)
=

a

s
+

b

s+ 1
+

c

s+ 2

⇔ 1

s(s+ 1)(s+ 2)
=

a(s+ 1)(s+ 2) + bs(s+ 2) + cs(s+ 1)

s(s+ 1)(s+ 2)

⇔ 1

s(s+ 1)(s+ 2)
=

(a+ b+ c)s2 + (3a+ 2b+ c)s+ 2a

s(s+ 1)(s+ 2)
.
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Εξισώνοντας τους αριθμητές έχουμε:
a+ b+ c = 0

3a+ 2b+ c = 0

2a = 1

 ⇔ a =
1

2
, b = −1, c =

1

2
.

Επομένως

F (s) =
1

s(s2 + 3s+ 2)
=

1
2

s
− 1

s+ 1
+

1
2

s+ 2
.

Από τον Πίνακα 1 βλέπουμε ότι ο αντίστροφος μετασχηματισμός Laplace της F (s) είναι

f(t) = L−1
{ 1

2

s

}
− L−1

{
1

s+ 1

}
+ L−1

{ 1
2

s+ 2

}
=

1

2
− e−t +

1

2
e−2t.

Άρα, λόγω της γραμμικότητας του αντίστροφου μετασχηματισμού Laplace και της (12) έχουμε

y(t) = L−1
{
F (s)e−s − F (s)e−2s

}
= L−1

{
F (s)e−s

}
− L−1

{
F (s)e−2s

}
= f(t− 1)u(t− 1)− f(t− 2)u(t− 2)

=


0 , 0 < t < 1,
1
2
− e−(t−1) + 1

2
e−2(t−1) , 1 < t < 2,

−e−(t−1) + e−(t−2) + 1
2
e−2(t−1) − 1

2
e−2(t−2) , t > 2.

Η γραφική παράσταση της λύσης δίνεται στο Σχήμα 10. □

Παράδειγμα 2 (Σύστημα μάζας–ελατηρίου με απόσβεση υπό την επίδραση κρουστι-
κού παλμού). Στο παράδειγμα αυτό αντικαθιστούμε τον ορθογώνιο παλμό με ένα κρουστικό
παλμό τη χρονική στιγμή t = 1. Δηλαδή η συνάρτηση στο δεύτερο μέλος r(t) ισούται με τη
συνάρτηση Dirac δ(t− 1). Θεωρούμε δηλαδή το ΠΑΤ:

y′′ + 3y′ + 2y = δ(t− 1), y(0) = 0, y′(0) = 0. (25)

Παίρνουμε και πάλι το μετασχηματισμό Laplace και στα δύο μέλη της εξίσωσης, και έχουμε

L{y′′}+ 3L{y′}+ 2L{y} = L{δ(t− 1)}
⇔ [s2Y (s)− sy(0)− y′(0)] + 3[sY (s)− y(0)] + 2Y (s) = e−s

⇔ (s2 + 3s+ 2)Y (s) = e−s.

Λύνουμε την τελευταία εξίσωση ως προς Y (s) και έχουμε

Y (s) =
1

(s2 + 3s+ 2)
e−s.

19



Για να μπορέσουμε να υπολογίσουμε τον αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace της εξίσωσης
αυτής θα πρέπει να αναλύσουμε τη ρητή συνάρτηση F (s) = 1

s2+3s+2
σε απλά κλάσματα.

F (s) =
1

s2 + 3s+ 2
=

1

(s+ 1)(s+ 2)
=

a

s+ 1
+

b

s+ 2

⇔ 1

(s+ 1)(s+ 2)
=

a(s+ 2) + b(s+ 1)

(s+ 1)(s+ 2)

⇔ 1

(s+ 1)(s+ 2)
=

(a+ b)s+ (2a+ b)

(s+ 1)(s+ 2)
.

Εξισώνοντας τους αριθμητές έχουμε:{
a+ b = 0

2a+ b = 1

}
⇔ a = 1, b = −1.

Επομένως
F (s) =

1

s2 + 3s+ 2
=

1

s+ 1
− 1

s+ 2
.

Από τον Πίνακα 1 βλέπουμε ότι ο αντίστροφος μετασχηματισμός Laplace της F (s) είναι

f(t) = L−1
{

1

s+ 1

}
− L−1

{
1

s+ 2

}
= e−t − e−2t.

Άρα, λόγω της γραμμικότητας του αντίστροφου μετασχηματισμού Laplace και της (12) έχουμε

y(t) = L−1
{
Y (s)

}
= L−1

{
F (s)e−s

}
= f(t− 1)u(t− 1)

=

{
0 , 0 < t < 1,

e−(t−1) − e−2(t−1) , t > 1.

Η γραφική παράσταση της λύσης δίνεται στο Σχήμα 11. □
y(t) is shown in Fig. 134. Can you imagine how Fig. 133 approaches Fig. 134 as the wave becomes shorter and
shorter, the area of the rectangle remaining 1? !

228 CHAP. 6 Laplace Transforms

t

y(t )

0.1

0

0.2

10 3 5

Fig. 134. Response to a hammerblow in Example 2

v(t) = ?

!(t)

R

A B

L

C

40

0

80

–80

–40

0.25 0.30.20.150.05 t

v

0.1

Network Voltage on the capacitor

Fig. 135. Network and output voltage in Example 3

E X A M P L E  3 Four-Terminal RLC-Network

Find the output voltage response in Fig. 135 if the input is (a unit impulse
at time ), and current and charge are zero at time 

Solution. To understand what is going on, note that the network is an RLC-circuit to which two wires at A
and B are attached for recording the voltage v(t) on the capacitor. Recalling from Sec. 2.9 that current i(t) and
charge q(t) are related by we obtain the model

From (1) and (2) in Sec. 6.2 and (5) in this section we obtain the subsidiary equation for 

By the first shifting theorem in Sec. 6.1 we obtain from Q damped oscillations for q and v; rounding 
we get (Fig. 135)

!q ! l!1(Q) !
1

99.50
 e!10t  sin 99.50t  and  v !

q

C
! 100.5e!10t sin 99.50t.

9900 ! 99.502,

(s2 " 20s " 10,000)Q ! 1.  Solution  Q !
1

(s " 10)2 " 9900
 .

Q(s) ! l(q)

Lir " Ri "
q

C
! Lqs " Rqr "

q

C
! qs " 20qr " 10,000q ! d(t).

i ! qr ! dq>dt,

t ! 0.t ! 0
d(t)C ! 10!4 F,L ! 1 H,R ! 20 #,

More on Partial Fractions
We have seen that the solution Y of a subsidiary equation usually appears as a quotient
of polynomials so that a partial fraction representation leads to a sum
of expressions whose inverses we can obtain from a table, aided by the first shifting
theorem (Sec. 6.1). These representations are sometimes called Heaviside expansions.

Y(s) ! F(s)>G(s),

        

Σχήμα 11: Η λύση του ΠΑΤ (25).
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4.2 Μαθηματική μοντελοποίηση ενός ηλεκτρικού κυκλώματος

Κύκλωμα RL. Θεωρούμε ένα κύκλωμα που αποτελείται από μια πηγή ηλεκτρεγερτικής
δύναμης E(t) (V: volts), πηνίο αυτεπαγωγής L (H: henrys) και αντίσταση R (Ω: ohms) συν-
δεδεμένα σε σειρά, βλ. Σχήμα 12.

30 CHAP. 1 First-Order ODEs

We can solve this linear ODE by (4) with obtaining the general solution

By integration,

(7)

In our case, and thus,

In modeling, one often gets better insight into the nature of a solution (and smaller roundoff errors) by inserting
given numeric data only near the end. Here, the general solution (7) shows that the current approaches the limit

faster the larger is, in our case, and the approach is very fast, from
below if or from above if If the solution is constant (48/11 A). See
Fig. 19.

The initial value gives and the particular solution

(8)
!

I !
E
R

 (1 " e!(R>L)t),  thus  I !
48
11

 (1 " e!110t).

c ! "E>RI(0) ! E>R # c ! 0,I(0) ! 0

I(0) ! 48>11,I(0) $ 48>11.I(0) % 48>11
R>L ! 11>0.1 ! 110,R>LE>R ! 48>11

I ! 48
11 # ce!110t.

E(t) ! 48>0.1 ! 480 ! const;R>L ! 11>0.1 ! 110

I ! e!(R>L)t aE
L

 
e1R>L2t

R>L # cb !
E
R

# ce!(R>L)t.

I ! e!(R>L)t a !e(R>L)t
  

E(t)
L

 dt # c b.
x ! t, y ! I, p ! R>L, h ! (R>L)t,

Fig. 19. RL-circuit

E X A M P L E  3 Hormone Level

Assume that the level of a certain hormone in the blood of a patient varies with time. Suppose that the time rate
of change is the difference between a sinusoidal input of a 24-hour period from the thyroid gland and a continuous
removal rate proportional to the level present. Set up a model for the hormone level in the blood and find its
general solution. Find the particular solution satisfying a suitable initial condition.

Solution. Step 1. Setting up a model. Let be the hormone level at time t. Then the removal rate is 
The input rate is where and A is the average input rate; here to make
the input rate nonnegative. The constants A, B, K can be determined from measurements. Hence the model is the
linear ODE

The initial condition for a particular solution is with suitably chosen, for example, 
6:00 A M.

Step 2. General solution. In (4) we have and Hence (4) gives the
general solution (evaluate by integration by parts)"eKt cos vt dt

r ! A # B cos vt.p ! K ! const, h ! Kt,

t ! 0ypart(0) ! y0ypart

yr(t) ! In " Out ! A # B cos vt " Ky(t),  thus  yr # Ky ! A # B cos vt.

A & Bv ! 2p>24 ! p>12A # B cos vt,
Ky(t).y(t)

L = 0.1 H
Circuit Current I (t)

I (t)

E = 48 V

R = 11 '

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 t

2

4

6

8

0

        

R

L

E(t)

Σχήμα 12: Κύκλωμα RL.

Θέλουμε να προσδιορίσουμε το ρεύμα i(t) που διαρρέει το κύκλωμα. Από το νόμο των τάσεων
του Kirchhoff έχουμε ότι η ηλεκτρεγερτική δύναμη ισούται με το άθροισμα της πτώσης τάσης
στο πηνίο (L i′ = Ldi

dt
) και της πτώσης τάσης στην αντίσταση (R i). Άρα καταλήγουμε στο

ακόλουθο μαθηματικό μοντέλο που περιγράφεται από την εξίσωση

L i′ +R i = E(t) ⇔ i′ +
R

L
i =

E(t)

L
. (26)

Η (26) είναι μια γραμμική ΣΔΕ πρώτης τάξης.

ΚύκλωμαRLC. Στο προηγούμενο κύκλωμα προσθέτουμε ένα πυκνωτή χωρητικότητας C
(F: farads), βλ. Σχήμα 13. Για να καταλήξουμε σε ένα μαθηματικό μοντέλο για το κύκλωμα
RLC πρέπει να προσθέσουμε στην πτώση τάσης στο πηνίο (L i′ = Ldi

dt
) και στην πτώση

τάσης στην αντίσταση (R i), και την πτώση τάσης στον πυκνωτή q/C . Εδώ q (σε coulomb)
είναι το φορτίο στον πυκνωτή, που συνδέεται με το ρεύμα μέσω της σχέσης

i(t) =
dq

dt
⇔ q(t) =

∫
i(t) dt.

Έτσι καταλήγουμε στην εξίσωση

L i′ +R i+
1

C

∫
i dt = E(t). (27)

Η (27) είναι μια «ολοκληρωτικο-διαφορική» εξίσωση. Για να απαλλαγούμε από το ολοκλή-
ρωμα παραγωγίζουμε την προηγούμενη εξίσωση ως προς t οπότε

L i′′ +R i′ +
1

C
i = E ′(t). (28)
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2.9 Modeling: Electric Circuits
Designing good models is a task the computer cannot do. Hence setting up models has
become an important task in modern applied mathematics. The best way to gain experience
in successful modeling is to carefully examine the modeling process in various fields and
applications. Accordingly, modeling electric circuits will be profitable for all students,
not just for electrical engineers and computer scientists.

Figure 61 shows an RLC-circuit, as it occurs as a basic building block of large electric
networks in computers and elsewhere. An RLC-circuit is obtained from an RL-circuit by
adding a capacitor. Recall Example 2 on the RL-circuit in Sec. 1.5: The model of the
RL-circuit is It was obtained by KVL (Kirchhoff’s Voltage Law)7 by
equating the voltage drops across the resistor and the inductor to the EMF (electromotive
force). Hence we obtain the model of the RLC-circuit simply by adding the voltage drop
Q C across the capacitor. Here, C F (farads) is the capacitance of the capacitor. Q coulombs
is the charge on the capacitor, related to the current by

See also Fig. 62. Assuming a sinusoidal EMF as in Fig. 61, we thus have the model of
the RLC-circuit

I(t) !
dQ
dt

,  equivalently  Q(t) ! !I(t) dt.

>
LIr " RI ! E(t).
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7GUSTAV ROBERT KIRCHHOFF (1824–1887), German physicist. Later we shall also need Kirchhoff’s
Current Law (KCL):

At any point of a circuit, the sum of the inflowing currents is equal to the sum of the outflowing currents.

The units of measurement of electrical quantities are named after ANDRÉ MARIE AMPÈRE (1775–1836),
French physicist, CHARLES AUGUSTIN DE COULOMB (1736–1806), French physicist and engineer,
MICHAEL FARADAY (1791–1867), English physicist, JOSEPH HENRY (1797–1878), American physicist,
GEORG SIMON OHM (1789–1854), German physicist, and ALESSANDRO VOLTA (1745–1827), Italian
physicist.

R L

C

E(t) = E0 sin tω

Fig. 61. RLC-circuit

Fig. 62. Elements in an RLC-circuit

Name

Ohm’s Resistor

Inductor

Capacitor

Symbol Notation

R    Ohm’s Resistance

L    Inductance

C    Capacitance

Unit

ohms (#)

henrys (H)

farads (F)

Voltage Drop

RI

L

Q/C

dI
dt

        

E(t)

Σχήμα 13: Κύκλωμα RLC .

Άρα το ρεύμα σε ένα κύκλωμαRLC είναι η λύση της μη ομογενούς γραμμικής ΣΔΕ δεύτερης
τάξης (28) με σταθερούς συντελεστές.
Σε κάποιες περιπτώσεις, κυρίως σε ΠΑΤ, θα χρησιμοποιούμε και την εξίσωση

L q′′ +Rq′ +
1

C
q = E(t), (29)

η οποία προκύπτει άμεσα από την (27) για i = q′.

Παράδειγμα (RLC κύκλωμα με ηλεκτρεγερτική δύναμη τη συνάρτηση δ). Θεωρούμε
το κύκλωμα RLC του Σχήματος 14 (αριστερά) όπου R = 20 Ω, L = 1 H, C = 10−4 F και
E(t) = δ(t). Θεωρούμε ότι το ρεύμα και το φορτίο είναι μηδέν κατά τη χρονική στιγμή t = 0.
Στα σημεία A και B του κυκλώματος έχουμε συνδέσει δύο καλώδια για να μετρήσουμε την
τάση στον πυκνωτή.
Βάσει των υποθέσεων μας καταλήγουμε στο ΠΑΤ

Lq′′ +Rq′ +
q

C
= q′′ + 20 q′ + 10 000 q = δ(t), q(0) = 0, q′(0) = 0. (30)

Θα λύσουμε το ΠΑΤ (30) με χρήση του μετασχηματισμού Laplace.

L{q′′}+ 20L{q′}+ 10 000L{q} = L{δ(t)}
⇔ [s2Q(s)− sq(0)− q′(0)] + 20[sQ(s)− y(0)] + 10 000Q(s) = 1

⇔ (s2 + 20s+ 10 000)Q(s) = 1.

Λύνουμε την τελευταία εξίσωση ως προς Q(s) και έχουμε

Q(s) =
1

s2 + 20s+ 10000
=

1

(s+ 10)2 + 9900
=

1

(s+ 10)2 + 99.52
.

Από τον Πίνακα 1 βλέπουμε ότι ο αντίστροφος μετασχηματισμός Laplace της Q(s) είναι

q(t) = L−1{Q(s)} =
1

99.5
e−10t sin 99.5t.
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y(t) is shown in Fig. 134. Can you imagine how Fig. 133 approaches Fig. 134 as the wave becomes shorter and
shorter, the area of the rectangle remaining 1? !

228 CHAP. 6 Laplace Transforms

t

y(t )

0.1

0

0.2

10 3 5

Fig. 134. Response to a hammerblow in Example 2

v(t) = ?

!(t)

R

A B

L

C

40

0

80

–80

–40

0.25 0.30.20.150.05 t

v

0.1

Network Voltage on the capacitor

Fig. 135. Network and output voltage in Example 3

E X A M P L E  3 Four-Terminal RLC-Network

Find the output voltage response in Fig. 135 if the input is (a unit impulse
at time ), and current and charge are zero at time 

Solution. To understand what is going on, note that the network is an RLC-circuit to which two wires at A
and B are attached for recording the voltage v(t) on the capacitor. Recalling from Sec. 2.9 that current i(t) and
charge q(t) are related by we obtain the model

From (1) and (2) in Sec. 6.2 and (5) in this section we obtain the subsidiary equation for 

By the first shifting theorem in Sec. 6.1 we obtain from Q damped oscillations for q and v; rounding 
we get (Fig. 135)

!q ! l!1(Q) !
1

99.50
 e!10t  sin 99.50t  and  v !

q

C
! 100.5e!10t sin 99.50t.

9900 ! 99.502,

(s2 " 20s " 10,000)Q ! 1.  Solution  Q !
1

(s " 10)2 " 9900
 .

Q(s) ! l(q)

Lir " Ri "
q

C
! Lqs " Rqr "

q

C
! qs " 20qr " 10,000q ! d(t).

i ! qr ! dq>dt,

t ! 0.t ! 0
d(t)C ! 10!4 F,L ! 1 H,R ! 20 #,

More on Partial Fractions
We have seen that the solution Y of a subsidiary equation usually appears as a quotient
of polynomials so that a partial fraction representation leads to a sum
of expressions whose inverses we can obtain from a table, aided by the first shifting
theorem (Sec. 6.1). These representations are sometimes called Heaviside expansions.

Y(s) ! F(s)>G(s),

        

Κύκλωμα Τάση στον πυκνωτή

Σχήμα 14: Κύκλωμα RLC και η τάση στον πυκνωτή v(t).

Επομένως για την τάση έχουμε

v(t) =
q(t)

C
= 100.5 e−10t sin 99.5t.

Στο Σχήμα 14 (δεξιά) σχεδιάζουμε τη γραφική παράσταση της λύσης v(t). □

5 Λυμένα παραδείγματα

Παράδειγμα 1: Να λυθεί το ΠΑΤ

y′′ − y′ − 6y = 0, y(0) = 11, y′(0) = 28.

Παίρνουμε το μετασχηματισμό Laplace και στα δύο μέλη της εξίσωσης, και χρησιμοποιούμε
την ιδιότητα της γραμμικότητας του Θεωρήματος 1.1 και τις σχέσεις (3) και (4).

L{y′′} − L{y′} − 6L{y} = 0 ⇔ [s2Y (s)− sy(0)− y′(0)]− [sY (s)− y(0)]− 6Y (s) = 0

⇔ s2Y (s)− 11s− 28− sY (s) + 11− 6Y (s) = 0

⇔ (s2 − s− 6)Y (s) = 11s+ 17.

Λύνουμε την τελευταία εξίσωση ως προς Y (s), και παραγοντοποιούμε τον παρονομαστή.

Y (s) =
11s+ 17

s2 − s− 6
=

11s+ 17

(s− 3)(s+ 2)
.

Αναλύουμε τη ρητή αυτή συνάρτηση σε απλά κλάσματα.

11s+ 17

(s− 3)(s+ 2)
=

a

s− 3
+

b

s+ 2
=

a(s+ 2)

(s− 3)(s+ 2)
+

b(s− 3)

(s− 3)(s+ 2)

=
a(s+ 2) + b(s− 3)

(s− 3)(s+ 2)

=
(a+ b)s+ 2a− 3b

(s− 3)(s+ 2)
.
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Εξισώνουμε τους αριθμητές και καταλήγουμε στο σύστημα:{
a+ b = 11

2a− 3b = 17

}
⇔ a = 10, b = 1.

Επομένως
Y (s) =

11s+ 17

(s− 3)(s+ 2)
=

10

s− 3
+

1

s+ 2
.

Χρησιμοποιούμε τον αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace και τον Πίνακα 1 για να βρούμε
τη λύση του ΠΑΤ.

y(t) = L−1{Y (s)} = 10L−1
{

1

s− 3

}
+ L−1

{
1

s+ 2

}
= 10e3t + e−2t.

□

Παράδειγμα 2: Να λυθεί το ΠΑΤ

y′′ + 9y =

{
8 sin t, 0 < t < π

0, t > π
, y(0) = 0, y′(0) = 4.

Καταρχήν θα γράψουμε την συνάρτηση με κλάδους που εμφανίζεται στο δεύτερο μέλος της
εξίσωσης ως μια συνάρτηση με έναν τύπο. Για το σκοπό αυτό χρησιμοποιούμε τη μοναδιαία
συνάρτηση βήματος.{

8 sin t, 0 < t < π

0, t > π
=

(
u(t)− u(t− π)

)
8 sin t = 8u(t) sin t− 8u(t− π) sin t.

Άρα η εξίσωσή μας γράφεται στη μορφή

y′′ + 9y = 8u(t) sin t− 8u(t− π) sin t.

Παίρνουμε το μετασχηματισμό Laplace και στα δύο μέλη της εξίσωσης, και χρησιμοποιούμε
την ιδιότητα της γραμμικότητας του Θεωρήματος 1.1 και τις σχέσεις (3) και (4).

L{y′′}+ 9L{y} = 8L{u(t) sin t} − 8L{u(t− π) sin t}
⇔ [s2Y (s)− sy(0)− y′(0)] + 9Y (s) = 8L{u(t) sin t}+ 8L{u(t− π) sin(t− π)}.

Εδώ, για τον τελευταίο όρο, χρησιμοποιήσαμε την τριγωνομετρική ταυτότητα

sin t = sin(π − t) = − sin(t− π).
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Στο πρώτο μέλος αντικαθιστούμε τις αρχικές συνθήκες y(0) = 0 και y′(0) = 4, ενώ στο
δεύτερο μέλος χρησιμοποιούμε την ιδιότητα (11) για να υπολογίσουμε τον μετασχηματισμό
Laplace. Έτσι έχουμε

[s2Y (s)− sy(0)− y′(0)] + 9Y (s) = 8L{u(t) sin t}+ 8L{u(t− π) sin(t− π)}

⇔ s2Y (s)− 4 + 9Y (s) = 8
1

s2 + 1
+ 8e−πs

1

s2 + 1

⇔
(
s2 + 9

)
Y (s) =

8

s2 + 1
+

8e−πs

s2 + 1
+ 4

⇔ Y (s) =
8

(s2 + 1)(s2 + 9)
+

8e−πs

(s2 + 1)(s2 + 9)
+

4

s2 + 9

Αναλύουμε τη ρητή συνάρτηση 8
(s2+1)(s2+9)

σε απλά κλάσματα και έχουμε

8

(s2 + 1)(s2 + 9)
=

1

s2 + 1
− 1

s2 + 9
,

οπότε

Y (s) =
1

s2 + 1
− 1

s2 + 9
+

4

s2 + 9
+

1

s2 + 1
e−πs − 1

s2 + 9
e−πs

⇔ Y (s) =
1

s2 + 1
+

3

s2 + 9
+

1

s2 + 1
e−πs − 1

s2 + 9
e−πs.

Χρησιμοποιούμε τον αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace, την ιδιότητα (12), και τον Πί-
νακα 1 για να βρούμε τη λύση του ΠΑΤ.

y(t) = L−1
{

1

s2 + 1

}
+ L−1

{
3

s2 + 9

}
+ L−1

{
1

s2 + 1
e−πs

}
− L−1

{
1

s2 + 9
e−πs

}
= sin t+ sin 3t+ u(t− π) sin(t− π)− 1

3
L−1

{
3

s2 + 9
e−πs

}
= sin t+ sin 3t+ u(t− π) sin(t− π)− 1

3
u(t− π) sin 3(t− π)

=

{
sin t+ sin 3t, 0 < t < π,

sin 3t− 1
3
sin 3(t− π), t > π.

□

Παράδειγμα 3: Να λυθεί το ΠΑΤ

y′′ + 4y′ + 5y = δ(t− 1), y(0) = 0, y′(0) = 3,

όπου δ(t− 1) είναι η συνάρτηση–δ του Dirac.
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Παίρνουμε το μετασχηματισμό Laplace και στα δύο μέλη της εξίσωσης, και χρησιμοποιούμε
την ιδιότητα της γραμμικότητας του Θεωρήματος 1.1 και τις σχέσεις (3), (4) και (18).

L{y′′}+ 4L{y′}+ 5L{y} = 8L{δ(t− 1)}
⇔ [s2Y (s)− sy(0)− y′(0)] + 4 [sY (s)− y(0)] + 5Y (s) = e−s

⇔ (s2 + 4s+ 5)Y (s) = e−s + 3

⇔ Y (s) =
e−s + 3

s2 + 4s+ 5
.

Τώρα, ο παρονομαστής στην παραπάνω ρητή συνάρτηση δεν μπορεί να παραγοντοποιηθεί.
Στην περίπτωση αυτή προχωράμε κάνοντας συμπλήρωση τετραγώνου:

s2 + 4s+ 5 = s2 + 2 · 2 · s+ 22 − 22 + 5 = (s+ 2)2 + 1.

Άρα μπορούμε να γράψουμε την Y (s) ως

Y (s) =
e−s + 3

(s+ 2)2 + 1
=

e−s

(s+ 2)2 + 1
+

3

(s+ 2)2 + 1
.

Χρησιμοποιούμε τον αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace, την ιδιότητα (12), και τον Πί-
νακα 1, και έχουμε:

y(t) = u(t− 1)e−2(t−1) sin(t− 1) + 3e−2t sin t

=

{
3e−2t sin t, 0 < t < 1,

3e−2t sin t+ e−2(t−1) sin(t− 1), t > 1.

□

Παράδειγμα 4: Να λυθεί το ΠΑΤ

y′′ + y′ = δ(t− 2), y(0) = 0, y′(0) = 0,

όπου δ(t− 2) είναι η συνάρτηση–δ του Dirac.
Παίρνουμε το μετασχηματισμό Laplace και στα δύο μέλη της εξίσωσης, και χρησιμοποιούμε
την ιδιότητα της γραμμικότητας του Θεωρήματος 1.1 και τις σχέσεις (3), (4) και (18).

L{y′′}+ L{y′} = L{δ(t− 2)}
⇔ [s2Y (s)− sy(0)− y′(0)] + [sY (s)− y(0)] = e−2s

⇔ (s2 + s)Y (s) = e−2s

⇔ Y (s) =
e−2s

s2 + s
=

e−2s

s (s+ 1)
.

Αναλύουμε τη ρητή συνάρτηση 1
s (s+1)

σε απλά κλάσματα και έχουμε

1

s (s+ 1)
=

1

s
− 1

s+ 1
,
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οπότε

Y (s) =
e−2s

s
− e−2s

s+ 1
.

Χρησιμοποιούμε τον αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace, την ιδιότητα (12), και τον Πί-
νακα 1, και έχουμε:

y(t) = u(t− 2)− e−(t−2)u(t− 2)

=

{
0, 0 < t < 2,

1− e−(t−2), t > 2.

□

Ασκήσεις

Να λυθούν με χρήση του μετασχηματισμού Laplace τα ακόλουθα ΠΑΤ:

1. y′′ + 6y′ + 8y = e−3t − e−5t, y(0) = 0, y′(0) = 0.

2. y′′ + 3y′ + 2y =

{
1, 0 < t < 1

0, t > 1
, y(0) = 0, y′(0) = 0.

3. y′′ − 1
4
y = 0, y(0) = 12, y′(0) = 0.

4. y′′ + 4y = δ(t− π), y(0) = 8, y′(0) = 0.

5. y′′ − 2y′ − 8y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0.

6. y′′ − 2y′ − 8y = 3δ(t− 4), y(0) = 1, y′(0) = 0.

7. y′′ + 4y = 2 cos t, y(0) = 0, y′(0) = 0.

Παράρτημα: Υπερβολικές συναρτήσεις

Οι υπερβολικές συναρτήσεις έχουν κάποιες ιδιότητες που είναι ανάλογες με αυτές των συνη-
θισμένων τριγωνομετρικών συναρτήσεων αλλά ορίζονται μέσω της εκθετικής συνάρτησης.
Συγκεκριμένα:

• Η συνάρτηση υπερβολικό ημίτονο συμβολίζεται με sinh x και ορίζεται μέσω του τύ-
που

sinhx =
ex − e−x

2
.

Η συνάρτηση ικανοποιεί τις συνθήκες sinh 0 = 0 και sinh(−x) = − sinhx. Η γραφική
παράσταση της sinh x δίνεται στο Σχήμα 15 (αριστερά) και βρίσκεται πάντα ανάμεσα
από τις γραφικές παραστάσεις των y = 1

2
ex και y = 1

2
e−x.
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• Η συνάρτηση υπερβολικό συνημίτονο συμβολίζεται με cosh x και ορίζεται μέσω του
τύπου

coshx =
ex + e−x

2
.

Η συνάρτηση ικανοποιεί τις συνθήκες cosh 0 = 1 και cosh x = cosh(−x). Η γραφική
παράσταση της cosh x δίνεται στο Σχήμα 15 (στο κέντρο) και βρίσκεται πάντα πάνω
από τις γραφικές παραστάσεις των y = 1

2
ex και y = 1

2
e−x.

• Η συνάρτηση υπερβολική εφαπτομένη συμβολίζεται με tanh x και ορίζεται μέσω του
τύπου

tanhx =
sinhx
coshx.

Ησυνάρτηση ικανοποιεί τις συνθήκες tanh 0 = 0 και tanh(−x) = − tanhx. Η γραφική
παράσταση της tanh x δίνεται στο Σχήμα 15 (δεξιά).

• Η συνάρτηση υπερβολική συνεφαπτομένη συμβολίζεται με coth x και ορίζεται μέσω
του τύπου

cothx =
coshx
sinhx .

The graphs of hyperbolic sine and cosine can be sketched using graphical addition as
in Figures 1 and 2.

Note that has domain and range , while has domain and range .
The graph of is shown in Figure 3. It has the horizontal asymptotes . (See
Exercise 23.)

Some of the mathematical uses of hyperbolic functions will be seen in Chapter 8.
Applications to science and engineering occur whenever an entity such as light, velocity,
electricity, or radioactivity is gradually absorbed or extinguished, for the decay can be rep-
resented by hyperbolic functions. The most famous application is the use of hyperbolic
cosine to describe the shape of a hanging wire. It can be proved that if a heavy flexible
cable (such as a telephone or power line) is suspended between two points at the same
height, then it takes the shape of a curve with equation called a cate-
nary (see Figure 4). (The Latin word catena means “chain.”)

Another application of hyperbolic functions occurs in the description of ocean waves:
The velocity of a water wave with length moving across a body of water with depth is
modeled by the function

where is the acceleration due to gravity. (See Figure 5 and Exercise 49.)
The hyperbolic functions satisfy a number of identities that are similar to well-known

trigonometric identities. We list some of them here and leave most of the proofs to the
exercises.

HYPERBOLIC IDENTITIES

cosh!x ! y" ! cosh x cosh y ! sinh x sinh y

sinh!x ! y" ! sinh x cosh y ! cosh x sinh y

1 " tanh2x ! sech2xcosh2x " sinh2x ! 1

cosh!"x" ! cosh xsinh!"x" ! "sinh x

t

v ! # tL
2#

 tanh$2#d
L %

dL

y ! c ! a cosh!x&a"

y ! $1tanh
'1, %"!cosh!!sinh

FIGURE 3 
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FIGURE 4
A catenary y=c+a cosh(x/a)
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0 x

L
d

FIGURE 5
Idealized ocean wave 

Σχήμα 15: Γραφικές παραστάσεις των υπερβολικών συναρτήσεων sinhx (αριστερά), coshx (στο κέ-
ντρο), tanhx (δεξιά).

Οι υπερβολικές συναρτήσεις ικανοποιούν τις ακόλουθες ταυτότητες:

• cosh2 x− sinh2 x = 1.

• sinh 2x = 2 sinhx coshx.
• cosh 2x = (coshx)2 + (sinhx)2.
• sinh(x+ y) = sinhx cosh y + sinh y coshx.
• cosh(x+ y) = coshx cosh y + sinhx sinh y.

Για τις παραγώγους των υπερβολικών συναρτήσεων έχουμε:

(sinhx)′ = coshx, (coshx)′ = sinhx, (tanhx)′ = 1

cosh2 x
, (cothx)′ = − 1

sinh2 x
.
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Τέλος, τα ολοκληρώματά τους είναι:∫
sinh(ax) dx =

1

a
cosh(ax) + C.∫

cosh(ax) dx =
1

a
sinh(ax) + C.∫

tanh(ax) dx =
1

a
ln
(
cosh(ax)

)
+ C.∫

coth(ax) dx =
1

a
ln
(
sinh(ax)

)
+ C.

Σημείωση: Το παρόν υλικό δεν αποτελεί αυτόνομο διδακτικό υλικό, βασίζεται στην προτει-
νόμενη βιβλιογραφία του μαθήματος, και αποτελεί ένα περίγραμμα των παραδόσεων του μα-
θήματος. Ειδικότερα, αποτελεί υλικό της διδασκαλίας του μαθήματος από το διδάσκοντα και
παρακαλώ να μη χρησιμοποιηθεί, αναπαραχθεί, και διανεμηθεί για άλλο σκοπό. Κάποια από
τα σχήματα του κεφαλαίου αυτού έχουν παρθεί από τα βιβλία που αναφέρονται στη βιβλιο-
γραφία.
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