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Εμβαδά

Εμβαδό ορθογωνίου και εμβαδό τριγώνου.
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Πώς όμως υπολογίζουμε το εμβαδόν μιας επιφάνειας με βάση ένα
διάστημα [a, b] πάνω στον x-άξονα, και πάνω πλευρά το γράφημα
μιας συνάρτησης y = f(x) για a ≤ x ≤ b;

AREAS AND DISTANCES

In this section we discover that in trying to find the area under a curve or the distance 
traveled by a car, we end up with the same special type of limit.

THE AREA PROBLEM

We begin by attempting to solve the area problem: Find the area of the region that lies
under the curve from to . This means that , illustrated in Figure 1, is bounded
by the graph of a continuous function [where ], the vertical lines and

, and the -axis.

In trying to solve the area problem we have to ask ourselves: What is the meaning of
the word area? This question is easy to answer for regions with straight sides. For a rect-
angle, the area is defined as the product of the length and the width. The area of a triangle
is half the base times the height. The area of a polygon is found by dividing it into tri-
angles (as in Figure 2) and adding the areas of the triangles.

However, it isn’t so easy to find the area of a region with curved sides. We all have an
intuitive idea of what the area of a region is. But part of the area problem is to make this
intuitive idea precise by giving an exact definition of area.

Recall that in defining a tangent we first approximated the slope of the tangent line by
slopes of secant lines and then we took the limit of these approximations. We pursue a sim-
ilar idea for areas. We first approximate the region by rectangles and then we take the
limit of the areas of these rectangles as we increase the number of rectangles. The follow-
ing example illustrates the procedure.

EXAMPLE 1 Use rectangles to estimate the area under the parabola from 0 to 1 
(the parabolic region S illustrated in Figure 3).

SOLUTION We first notice that the area of S must be somewhere between 0 and 1 because 
is contained in a square with side length 1, but we can certainly do better than that. S
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Παράδειγμα

Θέλουμε να εκτιμήσουμε το εμβαδό του παραβολικού χωρίου που ορίζουν η παραβολή
y = x2 μεταξύ των x = 0 και x = 1, και ο x άξονας.

Suppose we divide S into four strips , , , and by drawing the vertical lines ,
, and as in Figure 4(a).

We can approximate each strip by a rectangle whose base is the same as the strip and
whose height is the same as the right edge of the strip [see Figure 4(b)]. In other words,
the heights of these rectangles are the values of the function at the right end-
points of the subintervals , , , and .

Each rectangle has width and the heights are , , , and . If we let be
the sum of the areas of these approximating rectangles, we get

From Figure 4(b) we see that the area A of S is less than , so

Instead of using the rectangles in Figure 4(b) we could use the smaller rectangles in
Figure 5 whose heights are the values of at the left endpoints of the subintervals. (The
leftmost rectangle has collapsed because its height is 0.) The sum of the areas of these
approximating rectangles is

We see that the area of S is larger than , so we have lower and upper estimates for A:

We can repeat this procedure with a larger number of strips. Figure 6 shows what
happens when we divide the region S into eight strips of equal width.

FIGURE 6
Approximating S with eight rectangles (a) Using left endpoints (b) Using right endpoints
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Suppose we divide S into four strips , , , and by drawing the vertical lines ,
, and as in Figure 4(a).

We can approximate each strip by a rectangle whose base is the same as the strip and
whose height is the same as the right edge of the strip [see Figure 4(b)]. In other words,
the heights of these rectangles are the values of the function at the right end-
points of the subintervals , , , and .

Each rectangle has width and the heights are , , , and . If we let be
the sum of the areas of these approximating rectangles, we get

From Figure 4(b) we see that the area A of S is less than , so

Instead of using the rectangles in Figure 4(b) we could use the smaller rectangles in
Figure 5 whose heights are the values of at the left endpoints of the subintervals. (The
leftmost rectangle has collapsed because its height is 0.) The sum of the areas of these
approximating rectangles is

We see that the area of S is larger than , so we have lower and upper estimates for A:

We can repeat this procedure with a larger number of strips. Figure 6 shows what
happens when we divide the region S into eight strips of equal width.

FIGURE 6
Approximating S with eight rectangles (a) Using left endpoints (b) Using right endpoints
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Suppose we divide S into four strips , , , and by drawing the vertical lines ,
, and as in Figure 4(a).

We can approximate each strip by a rectangle whose base is the same as the strip and
whose height is the same as the right edge of the strip [see Figure 4(b)]. In other words,
the heights of these rectangles are the values of the function at the right end-
points of the subintervals , , , and .

Each rectangle has width and the heights are , , , and . If we let be
the sum of the areas of these approximating rectangles, we get

From Figure 4(b) we see that the area A of S is less than , so

Instead of using the rectangles in Figure 4(b) we could use the smaller rectangles in
Figure 5 whose heights are the values of at the left endpoints of the subintervals. (The
leftmost rectangle has collapsed because its height is 0.) The sum of the areas of these
approximating rectangles is

We see that the area of S is larger than , so we have lower and upper estimates for A:

We can repeat this procedure with a larger number of strips. Figure 6 shows what
happens when we divide the region S into eight strips of equal width.

FIGURE 6
Approximating S with eight rectangles (a) Using left endpoints (b) Using right endpoints
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Άρα βρήκαμε την ακόλουθη εκτίμηση:

0.21875 =
7
32

≤ A ≤ 15
32

= 0.46875
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Επαναλαμβάνουμε την ίδια διαδικασία διπλασιάζοντας το πλήθος των υποδιαστημάτων στα
οποία χωρίζουμε το [0, 1]

Suppose we divide S into four strips , , , and by drawing the vertical lines ,
, and as in Figure 4(a).

We can approximate each strip by a rectangle whose base is the same as the strip and
whose height is the same as the right edge of the strip [see Figure 4(b)]. In other words,
the heights of these rectangles are the values of the function at the right end-
points of the subintervals , , , and .

Each rectangle has width and the heights are , , , and . If we let be
the sum of the areas of these approximating rectangles, we get

From Figure 4(b) we see that the area A of S is less than , so

Instead of using the rectangles in Figure 4(b) we could use the smaller rectangles in
Figure 5 whose heights are the values of at the left endpoints of the subintervals. (The
leftmost rectangle has collapsed because its height is 0.) The sum of the areas of these
approximating rectangles is

We see that the area of S is larger than , so we have lower and upper estimates for A:

We can repeat this procedure with a larger number of strips. Figure 6 shows what
happens when we divide the region S into eight strips of equal width.

FIGURE 6
Approximating S with eight rectangles (a) Using left endpoints (b) Using right endpoints
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και βρίσκουμε ότι
0.2734375 ≤ A ≤ 0.3984375.
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n Ln Rn

10 0.2850000 0.3850000
20 0.3087500 0.3587500
30 0.3168519 0.3501852
50 0.3234000 0.3434000
100 0.3283500 0.3383500
1000 0.3328335 0.3338335

Παρατηρήστε ότι για n = 1000 υποδιαστήματα, βρίσκουμε

0.3328335 ≤ E ≤ 0.3338335

ενώ η ακριβής τιμή, όπως θα δούμε στη συνέχεια, είναι 1
3 = 0.333 . . ..
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Το ολοκλήρωμα Riemann

Θα εφαρμόσουμε τώρα αυτή την ιδέα σε ένα γενικό χωρίο.

Χωρίζουμε το διάστημα [a, b] σε αρκετά μικρά διαδοχικά υποδιαστήματα με τη βοήθεια μιας
επιλογής διαδοχικών σημείων

a = x0 < x1 < . . . < xnƐ1 < xn = b.

Τα διαδοχικά υποδιαστήματα είναι, επομένως, τα

[a, x1]︸ ︷︷ ︸
πρώτο

= [x0, x1], [x1, x2]︸ ︷︷ ︸
δεύτερο

, . . . , [xi−1, xi]︸ ︷︷ ︸
i−οστό

, . . . , [xn−1, xn] = [xn−1, b]︸ ︷︷ ︸
n−οστό

.

Τα σημεία x0 = a, x1, . . . , xnƐ1, xn = b ονομάζονται διαιρετικά σημεία, και το σύνολό τους
∆ = {x0, x1, ..., xnƐ1, xn} ονομάζεται διαμέριση του διαστήματος [a, b]. Γενικά, το i-οστό
διάστημα (1 ≤ i ≤ n) είναι το [xiƐ1, xi].

Γενικά, υπάρχουν άπειρες διαμερίσεις του διαστήματος [a, b], διότι
α) υπάρχουν άπειρες επιλογές του πλήθους n των υποδιαστημάτων που ορίζονται από τη
διαμέριση και,
β) για κάθε n ≥ 2 υπάρχουν άπειρες επιλογές διαιρετικών σημείων x1, ..., xnƐ1.
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Χωρισμός σε κατακόρυφες στοιχειώδεις επιφάνειες

x0 x1 xi−1

f(ξi)

y = f(x)

xn = bξi xi
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Η επιφάνεια Si είναι περίπου ίδια με το ορθογώνιο που έχει κάτω πλευρά το διάστημα
[xiƐ1, xi] και ύψος ίσο με f(ξi)

y = f(x)

xi−1
xi

f(ξi)

ξi

Άρα

A ≈
n∑

i=1

f(ξi)(xi − xi−1)

= f(ξ1)(x1 − x0) + f(ξ2)(x2 − x1) + · · ·+ f(ξn)(xn − xn−1).

Το άθροισμα στο δεξί μέλος λέγεται άθροισμα Riemann της y = f(x), που αντιστοιχεί στη
συγκεκριμένη διαμέριση ∆ και στη συγκεκριμένη επιλογή ενδιάμεσων σημείων ξi,
i = 1, 2, . . . , n.
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Το ολοκλήρωμα Riemann

Ορισμός
Έστω f : [a, b] → R. Αν υπάρχει αριθμός A τον οποίο προσεγγίζουν απεριόριστα τα
αθροίσματα Riemann της συνάρτησης καθώς το πλήθος των σημείων της διαμέρισης αυξάνει
και καθώς τα μήκη των διαστημάτων μικραίνουν, τότε λέμε ότι η f είναι ολοκληρώσιμη στο
[a, b].
Ο αριθμός A λέγεται (ορισμένο) ολοκλήρωμα της f στο [a, b] και τον συμβολίζουμε

A =

∫ b

a

f(x) dx.

Θεώρημα
Αν η y = f(x) είναι συνεχής στο [a, b], τότε είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b].

Επίσης, αν η y = f(x) είναι μονότονη στο [a, b], τότε είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b].
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Αν γνωρίζουμε εκ των προτέρων ότι μια συνάρτηση y = f(x), a ≤ x ≤ b, είναι
ολοκληρώσιμη, τότε μπορούμε να βρούμε το

∫ b

a
f(x) dx επιλέγοντας κατάλληλες διαμερίσεις

και κατάλληλα ενδιάμεσα σημεία.

Συνήθως επιλέγουμε διαμερίσεις του [a, b] σε διαστήματα ίσου μήκους, δηλαδή αν n είναι το
πλήθος των διαστημάτων, τότε το μήκος του κάθε διαστήματος είναι

h =
b− a
n

,

και τα διαιρετικά σημεία της διαμέρισης είναι τα

x0 = a, x1 = a+ h, . . . , xi = a+ ih, . . . , xn−1 = a+ (n− 1)h, xn = a+ nh = b.

Επίσης, ως ενδιάμεσα σημεία ξi επιλέγουμε συχνά (αλλά όχι πάντα)

το αριστερό άκρο ξi = xi−1,

ή το δεξί άκρο ξi = xi,

ή το μέσο ξi =
xi−1+xi

2 του διαστήματος [xi−1, xi], i = 1, 2, . . . , n.
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Παραδείγματα υπολογισμού ολοκληρωμάτων Riemann

Παράδειγμα 1. Δείξτε ότι για τη σταθερή συνάρτηση f(x) = c, c ≥ 0, ορισμένη στο
διάστημα [a, b] έχουμε ∫ b

a

c dx = c (b− a).

Παράδειγμα 2. Δείξτε ότι για τη συνάρτηση f(x) = x, ορισμένη στο διάστημα [a, b]
(0 ≤ a ≤ b) έχουμε ∫ b

a

x dx =
b2 − a2

2
.
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Ιδιότητες ολοκληρωμάτων Riemann

Πρόταση
Έστω ότι οι y = f(x) και y = g(x) είναι ολοκληρώσιμες στο [a, b], και λ είναι οποιοσδήποτε
αριθμός. Τότε

(1)
∫ a

a

f(x) dx = 0.

(2)
∫ b

a

f(x) dx = −
∫ a

b

f(x) dx.

(3) η y = λf(x) είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b] και
∫ b

a

(λf(x)) dx = λ

∫ b

a

f(x) dx.

(4) η y = f(x) + g(x) είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b] και
∫ b

a

(f(x) + g(x)) dx =

∫ b

a

f(x) dx+

∫ b

a

g(x) dx.

(5) η y = f(x)g(x) είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b], αλλά δεν υπάρχει τύπος που να συνδέει
το

∫ b

a
(f(x)g(x)) dx με τα

∫ b

a
f(x) dx και

∫ b

a
g(x) dx.
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Πρόταση
Έστω ότι η y = f(x) είναι ολοκληρώσιμη στα [a, b] και [b, c]. Τότε η y = f(x) είναι
ολοκληρώσιμη στο [a, c] και

∫ c

a

f(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx+

∫ c

b

f(x) dx.

Πρόταση
Έστω ότι οι y = f(x) και y = g(x) είναι ολοκληρώσιμες στο [a, b], και ότι ισχύει f(x) ≤ g(x)
∀x ∈ [a, b]. Τότε ∫ b

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

g(x) dx.
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Πρόταση
(1) Έστω ότι η y = f(x) είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b] και u είναι ένα άνω φράγμα της

y = f(x) στο [a, b], δηλ. f(x) ≤ u, ∀x ∈ [a, b], τότε
∫ b

a

f(x) dx ≤ (b− a)u.

(2) Έστω ότι η y = f(x) είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b] και l είναι ένα κάτω φράγμα της
y = f(x) στο [a, b], δηλ. f(x) ≥ l, ∀x ∈ [a, b], τότε

∫ b

a

f(x) dx ≥ (b− a)l.

Πρόταση
Έστω ότι η y = f(x) είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b]. Τότε και η y = |f(x)| είναι ολοκληρώσιμη
στο [a, b] και

∣∣∣
∫ b

a

f(x) dx
∣∣∣ ≤

∫ b

a

|f(x)| dx.
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Παρατήρηση:

Αν η f παίρνει και θετικές και αρνητικές τιμές, τότε το άθροισμα Riemann είναι το άθροισμα
των εμβαδών των ορθογωνίων που βρίσκονται πάνω από τον x άξονα και των αντίθετων των
εμβαδών των ορθογωνίων που βρίσκονται κάτω από τον x άξονα.

Άρα, γενικά, το ορισμένο ολοκλήρωμα μιας συνάρτησης ορίζεται ως η διαφορά των εμβαδών
∫ b

a

f(x) dx = A1 −A2,

όπου A1 είναι το εμβαδό των χωρίων που βρίσκονται πάνω από τον x άξονα, και A2 είναι το
εμβαδό των χωρίων που βρίσκονται κάτω από τον x άξονα.

The definite integral is a number; it does not depend on . In fact, we
could use any letter in place of without changing the value of the integral:

The sum

that occurs in Definition 2 is called a Riemann sum after the German mathematician
Bernhard Riemann (1826–1866). So Definition 2 says that the definite integral of an inte-
grable function can be approximated to within any desired degree of accuracy by a Riemann
sum.

We know that if happens to be positive, then the Riemann sum can be interpreted as
a sum of areas of approximating rectangles (see Figure 1). By comparing Definition 2 with
the definition of area in Section 5.1, we see that the definite integral can be inter-
preted as the area under the curve from a to b. (See Figure 2.)

If takes on both positive and negative values, as in Figure 3, then the Riemann sum is
the sum of the areas of the rectangles that lie above the -axis and the negatives of the areas
of the rectangles that lie below the -axis (the areas of the gold rectangles minus the areas
of the blue rectangles). When we take the limit of such Riemann sums, we get the situa-
tion illustrated in Figure 4. A definite integral can be interpreted as a net area, that is, a
difference of areas:

where is the area of the region above the -axis and below the graph of , and is the
area of the region below the -axis and above the graph of .

Although we have defined by dividing into subintervals of
equal width, there are situations in which it is advantageous to work with subintervals 
of unequal width. For instance, in Exercise 14 in Section 5.1 NASA provided velocity data
at times that were not equally spaced, but we were still able to estimate the distance trav-
eled. And there are methods for numerical integration that take advantage of unequal
subintervals.
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Bernhard Riemann received his Ph.D. under the
direction of the legendary Gauss at the University
of Göttingen and remained there to teach. Gauss,
who was not in the habit of praising other mathe-
maticians, spoke of Riemann’s “creative, active,
truly mathematical mind and gloriously fertile
originality.” The definition (2) of an integral that
we use is due to Riemann. He also made major
contributions to the theory of functions of a 
complex variable, mathematical physics, num-
ber theory, and the foundations of geometry. 
Riemann’s broad concept of space and geometry
turned out to be the right setting, 50 years later,
for Einstein’s general relativity theory. Riemann’s
health was poor throughout his life, and he died
of tuberculosis at the age of 39.
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Μέση τιμή συνάρτησης

Μέση τιμή αριθμών y1, y2, . . . , yn: ȳ = y1+y2+···+yn
n .

Θα ορίσουμε μια ανάλογη έννοια μέσης τιμής για συναρτήσεις.

Έστω y = f(x) ολοκληρώσιμη στο διάστημα [a, b] και επιλέγουμε μια διαμέριση
∆ = {a = x0, x1, . . . , xnƐ1, xn = b} του [a, b] σε n ισομήκη υποδιαστήματα μήκους
h = b−a

n , και οποιοδήποτε σύνολο {ξ1, . . . , ξn} ενδιάμεσων σημείων.

Θεωρούμε τις τιμές f(ξ1), . . . , f(ξn).

Αν το h είναι αρκετά μικρό ⇔ κάθε υποδιάστημα [xiƐ1, xi] είναι αρκετά μικρό, τότε τα
σημεία x κάθε τέτοιου υποδιαστήματος είναι πολύ κοντά στο αντίστοιχο ξi, οπότε είναι
εύλογο να δεχτούμε ότι κάθε τιμή f(ξi) “εκπροσωπεί” τις τιμές f(x) για x ∈ [xi−1, xi].

Επομένως, οι τιμές f(ξ1), . . . , f(ξn) «εκπροσωπούν» όλες τις τιμές της συνάρτησης.
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Ιδέα: Θεωρούμε τη μέση τιμή f(ξ1)+f(ξ2)+···+f(ξn)
n ,

και ελέγχουμε αν αυτή η μέση τιμή συγκλίνει σε κάποιον αριθμό αν το h γίνει αρκετά μικρό.
Όμως,

f(ξ1) + f(ξ2) + · · ·+ f(ξn)
n

=
f(ξ1) + f(ξ2) + · · ·+ f(ξn)

b−a
h

=
1

b− a
[f(ξ1)h+ f(ξ2)h+ · · ·+ f(ξn)h] =

1
b− a

n∑

i=1

f(ξi)h.

Αν παίρνουμε ολοένα και μεγαλύτερες τιμές του n, θα υπολογίζουμε τη μέση τιμή ενός
μεγάλου αριθμού τιμών που βρίσκονται η μία πολύ κοντά στην άλλη. Η οριακή τιμή θα είναι

HBK
n→∞

1
b− a

n∑

i=1

f(ξi)h =
1

b− a

∫ b

a

f(x) dx.

Όταν, λοιπόν, η y = f(x) είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b], ορίζουμε τη μέση τιμή της f στο
[a, b] ως

Μέση τιμή της f στο [a, b] =
1

b− a

∫ b

a

f(x) dx.
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Αν η μέση τιμή της y = f(x) στο [a, b] είναι ο αριθμός ρ, τότε

∫ b

a

f(x) dx = (b− a)ρ =

∫ b

a

ρ dx.

Άρα,

Η μέση τιμή της y = f(x) στο [a, b] είναι εκείνη η τιμή που οφείλει να έχει μια σταθερή
συνάρτηση στο [a, b] ώστε το ολοκλήρωμά της να είναι το ίδιο με το ολοκλήρωμα της
y = f(x).

Δ.Α. Μητσούδης Μαθηματικά Ι 20 / 70



Θεώρημα (Μέσης Τιμής του Ολοκληρωτικού Λογισμού)
Έστω ότι η y = f(x) είναι συνεχής στο διάστημα [a, b]. Τότε υπάρχει κάποιος c στο [a, b] ώστε

1
b− a

∫ b

a

f(x) dx = f(c).

The Mean Value Theorem for Integrals is a consequence of the Mean Value Theorem
for derivatives and the Fundamental Theorem of Calculus. The proof is outlined in Exer-
cise 23.

The geometric interpretation of the Mean Value Theorem for Integrals is that, for posi-
tive functions , there is a number such that the rectangle with base and height 
has the same area as the region under the graph of from to . (See Figure 2 and the
more picturesque interpretation in the margin note.)

EXAMPLE 2 Since is continuous on the interval , the Mean
Value Theorem for Integrals says there is a number in such that

In this particular case we can find explicitly. From Example 1 we know that ,
so the value of c satisfies

Therefore

So in this case there happen to be two numbers in the interval that work
in the Mean Value Theorem for Integrals. M

Examples 1 and 2 are illustrated by Figure 3.

EXAMPLE 3 Show that the average velocity of a car over a time interval is the
same as the average of its velocities during the trip.

SOLUTION If is the displacement of the car at time , then, by definition, the average
velocity of the car over the interval is 

On the other hand, the average value of the velocity function on the interval is

(by the Net Change Theorem)

M !
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 !
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N You can always chop off the top of a (two-
dimensional) mountain at a certain height and 
use it to fill in the valleys so that the mountaintop
becomes completely flat.

0 1 2_1

(_1, 2)

(2, 5)
y=1+≈

fave=2

FIGURE 3

x

y

Γεωμετρική ερμηνεία: Για θετικές συνεχείς συναρτήσεις f , υπάρχει ένας αριθμός c τ.ω. το
εμβαδόν του ορθογωνίου με βάση [a, b] και ύψος f(c) να είναι ίσο με το εμβαδόν του χωρίου
που καθορίζεται από το γράφημα της f μεταξύ των x = a και x = b, και του x–άξονα.
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Αντιπαράγωγοι και αόριστα ολοκληρώματα

Έστω ότι η y = f(x) είναι ορισμένη στο διάστημα I . Αν μια άλλη συνάρτηση y = F (x),
ορισμένη στο ίδιο διάστημα I , έχει την ιδιότητα

F ′(x) = f(x) (x στο I),

τότε η y = F (x) ονομάζεται αντιπαράγωγος ή παράγουσα ή πρωτεύουσα συνάρτηση ή
αρχική συνάρτηση της y = f(x) στο διάστημα I .

Παραδείγματα.

Αν f(x) = +Qbx, τότε η F (x) = bBMx είναι αντιπαράγωγος της f στο R.

Αν f(x) = 2x, τότε η F (x) = x2 είναι αντιπαράγωγος της f στο R.

Αν f(x) = 1/x, τότε η F (x) = HM |x| είναι αντιπαράγωγος της f στο
(−∞, 0) ∪ (0,+∞).

Αν f(x) = 1
1+x2 , τότε η F (x) = �`+i�Mx είναι αντιπαράγωγος της f στο R.
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Πρόταση
Έστω ότι η y = F (x) είναι αντιπαράγωγος της y = f(x) στο διάστημα I . Τότε το σύνολο
όλων των αντιπαραγώγων της y = f(x) στο I αποτελείται από όλες τις συναρτήσεις της
μορφής y = F (x) + c, όπου c είναι οποιοσδήποτε σταθερός αριθμός (δηλαδή ανεξάρτητος
του x), και από καμιά άλλη συνάρτηση.

Δηλαδή, δύο οποιεσδήποτε αντιπαράγωγοι της f διαφέρουν κατά μια σταθερά.

Ορισμός
Το σύνολο όλων των αντιπαραγώγων της f λέγεται αόριστο ολοκλήρωμα της f και
συμβολίζεται ∫

f(x) dx.
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Παραδείγματα

∫
+Qbx dx = bBMx+ C.

∫
2x dx = x2 + C.

∫
1
x dx = HM |x|+ C.

∫
1

1+x2 dx = �`+i�Mx+ C.
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Σχέση παραγώγου και ολοκληρώματος

Αν y = f(t) είναι συνεχής στο [a, b], oρίζουμε την g από τον τύπο

g(x) =

∫ x

a

f(t) dt. (1)

depends only on , which appears as the variable upper limit in the integral. If is a fixed
number, then the integral is a definite number. If we then let vary, the number

also varies and defines a function of denoted by .
If happens to be a positive function, then can be interpreted as the area under the

graph of from to , where can vary from to . (Think of as the “area so far” func-
tion; see Figure 1.)

EXAMPLE 1 If is the function whose graph is shown in Figure 2 and
, find the values of , , , , , and . Then sketch a

rough graph of .

SOL UTION First we notice that . From Figure 3 we see that is the
area of a triangle:

To find we add to the area of a rectangle:

We estimate that the area under from 2 to 3 is about 1.3, so

For , is negative and so we start subtracting areas:

We use these values to sketch the graph of in Figure 4. Notice that, because is
positive for , we keep adding area for and so is increasing up to ,
where it attains a maximum value. For , decreases because is negative. M

If we take and , then, using Exercise 27 in Section 5.2, we have
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Αν η f είναι θετική, τότε μπορούμε να ερμηνεύσουμε τη g(x) ως το εμβαδόν του χωρίου που
περικλειεται από το γράφημα της f και τον άξονα των t, μεταξύ των a και x, και ενώ το x
μεταβάλλεται μεταξύ a και b.
Θέλουμε να υπολογίσουμε την παράγωγο της g που ορίζεται από την (1).
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Έστω ότι η συνεχής συνάρτηση y = f(t) είναι θετική, δηλ. f(t) ≥ 0 ∀t ∈ [a, b],

Θεωρούμε ένα h > 0. Τότε η διαφορά g(x+ h)− g(x) είναι το εμβαδό του χωρίου που
σημειώνεται με μπεζ χρώμα στο σχήμα.

Notice that , that is, . In other words, if is defined as the integral of by
Equation 1, then turns out to be an antiderivative of , at least in this case. And if we
sketch the derivative of the function shown in Figure 4 by estimating slopes of tangents,
we get a graph like that of in Figure 2. So we suspect that in Example 1 too.

To see why this might be generally true we consider any continuous function with
. Then can be interpreted as the area under the graph of from

to , as in Figure 1.
In order to compute from the definition of derivative we first observe that,

for is obtained by subtracting areas, so it is the area under the
graph of from to (the gold area in Figure 5). For small you can see from the
figure that this area is approximately equal to the area of the rectangle with height and
width :

so

Intuitively, we therefore expect that

The fact that this is true, even when is not necessarily positive, is the first part of the Fun-
damental Theorem of Calculus.

THE FUNDAMENTAL THEOREM OF CALCULUS, PART 1 If is continuous on ,
then the function defined by

is continuous on and differentiable on , and .

PROOF If and are in , then

(by Property 5)

and so, for ,

For now let us assume that . Since is continuous on , the Extreme
Value Theorem says that there are numbers and in such that f !u " ! m#x, x ! h $vu

#x, x ! h $fh " 0
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N We abbreviate the name of this theorem as
FTC1. In words, it says that the derivative of a
definite integral with respect to its upper limit is
the integrand evaluated at the upper limit.

Αν όμως το h είναι αρκετά μικρό αναμένουμε το εμβαδό αυτού του χωρίου να προσεγγίζει το
εμβαδό του ορθογωνίου με βάση h και ύψος f(x). Άρα

g(x+ h)− g(x) ≈ h f(x) ⇔ g(x+ h)− g(x)
h

≈ f(x).

Διαισθητικά:

g′(x) = HBK
h→0

g(x+ h)− g(x)
h

= f(x).
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Το Θεμελιώδες Θεώρημα του Απειροστικού Λογισμού

Θεώρημα
Έστω ότι η y = f(x) είναι ορισμένη στο διάστημα I , συνεχής, και ολοκληρώσιμη σε κάθε
κλειστό και φραγμένο υποδιάστημά του. Παίρνουμε οποιοδήποτε a στο I και θεωρούμε τη
συνάρτηση

F (x) =

∫ x

a

f(t) dt.

Τότε η y = F (x) είναι παραγωγίσιμη στο I και ισχύει

F ′(x) = f(x) για κάθε x στο I.

Το αποτέλεσμα αυτό μπορούμε να το γράψουμε και ως εξής:

d
dx

∫ x

a

f(t) dt = f(x),

όπου η f είναι συνεχής.

Άρα αν, αρχικά, ολοκληρώσουμετην f , και στη συνέχεια παραγωγίσουμε αυτό που θα
προκύψει, τότε θα πάρουμε και πάλι την αρχική συνάρτηση f .

Δηλαδή, οι πράξεις της παραγώγισης και της ολοκλήρωσης συναρτήσεων είναι, ουσιαστικά,
αντίστροφες. Η μια αναιρεί την άλλη.
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Άμεση συνέπεια του Θεμελιώδους Θεωρήματος

Πρόταση
Έστω ότι η y = f(x) είναι συνεχής στο διάστημα I και έστω y = F (x) μια αντιπαράγωγος της
y = f(x) στο I . Τότε το ολοκλήρωμα της y = f(x) σε οποιοδήποτε υποδιάστημα [a, b] του I
είναι ίσο με τη διαφορά των τιμών της y = F (x) στα άκρα του [a, b]. Δηλαδή,

∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a) (a, b στο I).

Σπουδαία πρακτική σημασία διότι μας επιτρέπει να υπολογίζουμε ορισμένα ολοκληρώματα
χωρίς να μπαίνουμε στη διαδικασία να υπολογίζουμε όρια αθροισμάτων Riemann.
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Παρατήρηση

Θα πρέπει να είμαστε προσεκτικοί με τη διάκριση μεταξύ του ορι-
σμένου και το αόριστου ολοκληρώματος:

το ορισμένο ολοκλήρωμα
∫ b

a
f(x) dx είναι αριθμός,

το αόριστο ολοκλήρωμα
∫
f(x) dx είναι συνάρτηση (για την ακρίβεια άπειρες

συναρτήσεις ταυτόχρονα).
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Ολοκληρώματα βασικών συναρτήσεων:

∫
k dx = kx+ C

∫
xp dx =

xp+1

p+ 1
+ C (p ̸= −1)

∫
bBMx dx = − +Qbx+ C

∫
+Qbx dx = bBMx+ C

∫
1

+Qb2 x dx = i�Mx+ C, x ̸= kπ +
π
2∫

1

bBM2 x
dx = − +Qix+ C, x ̸= kπ
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Ολοκληρώματα βασικών συναρτήσεων:

∫
1
x
dx = HM |x|+ C, x ̸= 0

∫
ex dx = ex + C

∫
ax dx =

ax

HM a
+ C, (a ̸= 1)

∫
1

x2 + 1
dx = �`+i�Mx+ C

∫
1√

1− x2
dx = �`+bBMx+ C, −1 < x < 1

∫
1

x2 + a2
dx =

1
a

�`+i�M
(x
a

)
+ C
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Τρόποι υπολογισμού ολοκληρωμάτων

Μέθοδος αντικατάστασης ή αλλαγής μεταβλητής

Πρόταση
Αν η z = f(y) είναι συνεχής στο διάστημα J , η y = g(x) έχει συνεχή παράγωγο στο διάστημα
I και οι τιμές της y = g(x) περιέχονται στο J , οπότε ορίζεται η σύνθεση z = f(g(x)) στο I ,
τότε ∫

f(g(x)) g′(x) dx =

∫
f(y) dy

∣∣∣
y=g(x)

(x στο I).

Επίσης, ∫ b

a

f(g(x)) g′(x) dx =

∫ g(b)

g(a)

f(y)dy (a, b στο I).
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Παραδείγματα

1 Υπολογίστε το
∫

+Qb(7x+ 3) dx.

2 Υπολογίστε το
∫
x2 bBM(x3) dx.

3 Υπολογίστε το
∫
x
√
2x+ 1 dx.

4 Υπολογίστε το
∫ 1

−1
3x2

√
x3 + 1 dx.
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Πρόταση
Έστω ότι η y = f(x) είναι συνεχής στο [−a, a].

(1) Αν η f είναι άρτια (f(−x) = f(x)), τότε
∫ a

−a

f(x) dx = 2

∫ a

0

f(x) dx.

(2) Αν η f είναι περιττή (f(−x) = −f(x)), τότε
∫ a

−a

f(x) dx = 0.

PROOF We split the integral in two:

In the first integral on the far right side we make the substitution . Then
and when , . Therefore

and so Equation 7 becomes

(a) If is ev en, then so Equation 8 giv es 

(b) If is odd, then and so Equation 8 giv es

M

Theorem 6 is illustrated by Figure 3. For the case where is positiv e and ev en, part (a)
says that the area under from to is twice the area from to because of
symmetry. Recall that an integral can be expressed as the area abov e the -axis
and below minus the area below the axis and abov e the curv e. Thus part (b) says
the integral is because the areas cancel.

EXAMPLE 8 Since satisfies , it is ev en and so

M

EXAMPLE 9 Since satisfies , it is odd 
and so
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Μέθοδος ολοκλήρωσης κατά μέρη ή κατά παράγοντες

Πρόταση
Αν οι y = f(x) και y = g(x) έχουν συνεχή παράγωγο στο διάστημα I , τότε

∫
f(x) g′(x) dx = f(x) g(x)−

∫
f ′(x) g(x) dx (x στο I).

Επίσης,
∫ b

a

f(x) g′(x) dx =
[
f(x)g(x)

]b
a
−

∫ b

a

f ′(x) g(x)

= f(b)g(b)− f(a)g(a)−
∫ b

a

f ′(x) g(x) dx (a, b στο I).
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Παραδείγματα

1 Υπολογίστε το
∫

HMx dx.

2 Υπολογίστε το
∫
x ex dx.

3 Υπολογίστε το
∫
ex bBMx dx.
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Ολοκληρώματα ρητών συναρτήσεων

(ανάλυση σε απλά κλάσματα)

Γενική μέθοδος υπολογισμού ολοκληρωμάτων της μορφής:
∫

f(x) dx, όπου f(x) =
p(x)
q(x)

, με p και q πολυώνυμα.

Αν
p(x) = amxm + am−1x

m−1 + · · ·+ a1x+ a0, am ̸= 0

και
q(x) = bnx

n + bn−1x
n−1 + · · ·+ b1x+ b0, bn ̸= 0

λέμε ότι ο βαθμός του p(x) = m, και ο βαθμός του q(x) = n.
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ΒΗΜΑ 1:

Αν ο βαθμός του αριθμητή είναι μεγαλύτερος του βαθμού του παρονομαστή (m ≥ n)
κάνουμε διαίρεση πολυωνύμων.

Δηλαδή, βρίσκουμε πολυώνυμα s(x) και r(x) τέτοια ώστε

p(x) = s(x) q(x) + r(x), με βαθμό r(x) < βαθμό q(x).

Τότε

f(x) =
p(x)
q(x)

=
s(x) q(x) + r(x)

q(x)
= s(x) +

r(x)
q(x)

.

Άρα ∫
f(x) dx =

∫
s(x) dx+

∫
r(x)
q(x)

dx,

όπου ο υπολογισμός του
∫
s(x) dx είναι εύκολος (ολοκλήρωμα πολυωνυμικής συνάρτησης).

Παράδειγμα: Υπολογίστε το
∫

x3+x
x−1 dx.
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ΒΗΜΑ 2:

Αναλύουμε τον παρονομαστή σε γινόμενο παραγόντων.

Μπορεί να αποδειχθεί ότι κάθε πολυώνυμο q μπορεί να παραγοντοποιηθεί ως γινόμενο
πρωτοβάθμιων παραγόντων (της μορφής ax+ b) και ανάγωγων τετραγωνικών παραγόντων
(της μορφής ax2 + bx+ c με b2 − 4ac < 0).

Παράδειγμα: Αν q(x) = x4 − 16, τότε

q(x) = (x2 − 4)(x2 + 4) = (x− 2)(x+ 2)(x2 + 4).

Αν q(x) = x4 + 16, τότε

q(x) = x4 + 8x2 + 16− 8x2

= (x2 + 4)2 − (
√
8x)2

= (x2 −
√
8x+ 4)(x2 +

√
8x+ 4).
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ΒΗΜΑ 3:

Εκφράζουμε τη ρητή συνάρτηση r(x)
q(x) ως ένα άθροισμα απλών κλασμάτων της μορφής

A
(ax+ b)i

ή
Ax+B

(ax2 + bx+ c)i
.

Ένα θεώρημα της Άλγεβρας μας εξασφαλίζει ότι αυτό είναι εφικτό.
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Περίπτωση 1:

Ο παρονομαστής q(x) είναι γινόμενο διακριτών γραμμικών παραγόντων.

Δηλ.
q(x) = (a1x+ b1)(a2x+ b2) . . . (akx+ bk)

Τότε υπάρχουν σταθερές A1, A2, . . . , Ak τ.ω.

r(x)
q(x)

=
A1

a1x+ b1
+

A2

a2x+ b2
+ · · ·+ Ak

akx+ bk
.

Οι σταθερές A1, A2, . . . , Ak προσδιορίζονται όπως θα δούμε στο ακόλουθο παράδειγμα.

Παράδειγμα. Υπολογίστε το
∫

x2+2x−1
2x3+3x2−2x

dx.
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Περίπτωση 2:

Ο παρονομαστής q(x) είναι γινόμενο γραμμικών παραγόντων, μερικοί από τους οποίους
επαναλαμβάνονται.

Έστω ότι ο πρώτος γραμμικός παράγοντας (a1x+ b1) επαναλαμβάνεται, π.χ., r φορές,
δηλαδή εμφανίζεται το (a1x+ b1)

r ως παράγων του q(x). Τότε εκτός του όρου A1
a1x+b1

στην
ανάλυση σε απλά κλάσματα χρησιμοποιούμε τους όρους:

A1

a1x+ b1
+

A2

(a1x+ b1)2
+ · · ·+ Ar

(a1x+ b1)r
.

Παράδειγμα. Υπολογίστε το
∫

x4−2x2+4x+1
x3−x2−x+1

dx.
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Περίπτωση 3:

Ο παρονομαστής q(x) περιέχει ανάγωγους τετραγωνικούς παράγοντες που δεν
επαναλαμβάνονται.

Αν το q(x) έχει έναν παράγοντα της μορφής ax2 + bx+ c, με b2 − 4ac < 0, τότε το πηλίκο
r(x)
q(x) θα έχει κατά την ανάλυσή του σε απλά κλάσματα έναν όρο της μορφής

Ax+B
ax2 + bx+ c

.

Τον όρο αυτό τον ολοκληρώνουμε κάνοντας συμπλήρωση τετραγώνου στον παρονομαστή και
χρησιμοποιώντας τον τύπο

∫
1

x2 + α2
dx =

1
α

�`+i�M
(x
α

)
+ C. (2)

Παράδειγμα 1. Υπολογίστε το
∫

2x2 − x+ 4
x3 + 4x

dx.

Παράδειγμα 2. Υπολογίστε το
∫

4x2 − 3x+ 2
4x2 − 4x+ 3

dx.
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Περίπτωση 4:

Ο παρονομαστής q(x) περιέχει έναν επαναλαμβανόμενο ανάγωγο τετραγωνικό παράγοντα.

Αν το q(x) έχει τον παράγοντα (ax2 + bx+ c)r , με b2 − 4ac < 0, τότε η ανάλυση σε απλά
κλάσματα περιέχει ένα άθροισμα της μορφής

A1x+B1

ax2 + bx+ c
+

A2x+B2

(ax2 + bx+ c)2
+ · · ·+ Arx+Br

(ax2 + bx+ c)r
.

Παράδειγμα. Υπολογίστε το
∫

1− x+ 2x2 − x3

x(x2 + 1)2
dx.
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Σε μερικές περιπτώσεις μπορούμε να μετατρέψουμε τον υπολογισμό ολοκληρωμάτων
άρρητων συναρτήσεων σε υπολογισμό ολοκληρωμάτων ρητών συναρτήσεων.

Παράδειγμα. Υπολογίστε το
∫ √

x+ 4
x

dx.
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Τριγωνομετρικές αντικαταστάσεις σε ολοκληρώματα που περιέχουν τα

a2 + x2,
√
a2 − x2,

√
a2 + x2,

√
x2 − a2

Μερικά ολοκληρώματα αυτού του τύπου προκύπτουν άμεσα, π.χ.
∫

1
1 + x2

dx = �`+i�Mx+ C.

Γενικά,

Όταν εμφανίζεται ο όρος
√
a2 − x2 δοκιμάζουμε την αντικατάσταση x = a bBM θ,

−π
2 ≤ θ ≤ π

2 .

Όταν εμφανίζεται ο όρος
√
a2 + x2 δοκιμάζουμε την αντικατάσταση x = a i�M θ,

−π
2 < θ < π

2 .

Όταν εμφανίζεται ο όρος
√
x2 − a2 δοκιμάζουμε την αντικατάσταση

x = a b2+ θ = a
+Qb θ , 0 ≤ θ < π

2 ή π ≤ θ < 3π
2

Παράδειγμα. Υπολογίστε το
∫

1√
a2 − x2

dx, |x| < a, a > 0.
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Εφαρμογές ολοκληρωμάτων
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Εμβαδά επίπεδων χωρίων που περικλείονται από καμπύλες

Το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις y = f(x), y = g(x), x = a, x = b, όπου οι
f και g είναι συνεχείς με f(x) ≥ g(x) για κάθε x ∈ [a, b]:

A =

∫ b

a

[
f(x)− g(x)

]
dx.

0
y=©

y=ƒ

S

FIGURE 1  
S=s(x, y) | a¯x¯b, ©¯y¯ƒd

x

y

ba

AREAS BETWEEN CURVES

In Chapter 5 we defined and calculated areas of regions that lie under the graphs of 
functions. Here we use integrals to find areas of regions that lie between the graphs of two
functions.

Consider the region that lies between two curves and and be-
tween the vertical lines and , where and are continuous functions and

for all in . (See Figure 1.)
Just as we did for areas under curves in Section 5.1, we divide S into n strips of equal

width and then we approximate the ith strip by a rectangle with base and height
. (See Figure 2. If we like, we could take all of the sample points to be right

endpoints, in which case .) The Riemann sum

is therefore an approximation to what we intuitively think of as the area of S.

This approximation appears to become better and better as . Therefore we define
the area of the region as the limiting value of the sum of the areas of these approxi-
mating rectangles.

We recognize the limit in (1) as the definite integral of . Therefore we have the fol-
lowing formula for area.

The area A of the region bounded by the curves , and the
lines , , where and are continuous and for all in , is

Notice that in the special case where , is the region under the graph of 
and our general definition of area (1) reduces to our previous definition (Definition 2 in
Section 5.1).
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a
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Αν δεν επιβάλλουμε τη συνθήκη f(x) ≥ g(x) για κάθε x ∈ [a, b], τότε το εμβαδόν του
χωρίου που περικλείεται από τις y = f(x), y = g(x), x = a, x = b, όπου οι f και g είναι
συνεχείς συναρτήσεις, είναι:

A =

∫ b

a

|f(x)− g(x)| dx.

We use the Midpoint Rule with intervals, so that . The midpoints of the
intervals are , , , and . We estimate the distance between the
cars after 16 seconds as follows:

M

If we are asked to find the area between the curves and where
for some values of but for other values of , then we split the

given region into several regions , , . . . with areas , , . . . as shown in Figure 9.
We then define the area of the region to be the sum of the areas of the smaller regions 

, , . . . , that is, . Since

we have the following expression for A.

The area between the curves and and between and
is

When evaluating the integral in (3), however, we must still split it into integrals corre-
sponding to , , . . . .

EXAMPLE 5 Find the area of the region bounded by the curves , ,
, and .

SOLUTION The points of intersection occur when , that is, when 
(since ). The region is sketched in Figure 10. Observe that 
when but when . Therefore the required 
area is

In this particular example we could have saved some work by noticing that the region
is symmetric about and so
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Παραδείγματα
1 Υπολογίστε το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται μεταξύ των γραφημάτων των

συναρτήσεων f(x) = ex, g(x) = x, και των ευθειών x = 0 και x = 1.
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y = ex

y = x
S

2 Υπολογίστε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις παραβολές y = x2 και
y = 2x− x2.
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Μήκος επίπεδης καμπύλης

Έστω ότι η καμπύλη της οποίας θέλουμε να καθορίσουμε το μήκος είναι το γράφημα μιας
συνεχούς συνάρτησης y = f(x), με πεδίο ορισμού το [a, b]. Επιπλέον, υποθέτουμε ότι η f
έχει παράγωγο που είναι και αυτή συνεχής στο [a, b].

Μια τέτοια συνάρτηση λέγεται ομαλή, και η αντίστοιχη καμπύλη λέγεται ομαλή καμπύλη
αφού δεν παρουσιάζει αιχμές, “σπασίματα”, γωνίες κλπ.
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Θεωρούμε μια διαμέριση του [a, b] σε n υποδιαστήματα

a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = b,

και συμβολίζουμε με Pk, k = 0, 1, . . . , n, τα σημεία της καμπύλης με συντεταγμένες
(xk, yk) = (xk, f(xk)).

y 

I 
AYk I L1 

I P, r-------
I AXl 
I 
I 
I 

FIGURE 6.23 The arc P'-IP, of the 
curve y = f(x) is approximated by the 
straight line segment shown here, which 
has length L, = v' (ax.,)2 + (ay.,)2. 
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y ll.-l 

FIGURE 6.22 The length of the polygonal path PoPlP2 ... p. approximates the 
length of the curve y = f(x) from point A to pointB. 

We partition the interval [a, b] into n subintervals with a = Xo < Xl < X2 < ... < 
X. = b. If Yk = j(Xk), then the corresponding point Pk(Xk, Yk) lies on the curve. Next we 
connect successive points Pk-l and Pk with straight line segments that, taken together, 
form a polygonal path whose length approximates the length of the curve (Figure 6.22). If 
Axk = Xk - Xk-l and Yk = Yk - Yk- t. then a representative line segment in the path bas 
length (see Figure 6.23) 

so the length of the curve is approximated by the sum 

(1) 

We expect the approximation to improve as the partition of [a, b] becomes rmer. Now, by 
the Mean Value Theorem, there is a point c'" with Xk-l < Ck < X., such that 

= f'(et) Axk. 
With this substitution for the sums in Equation (I) take the form 

• • • 
Lk = V(Axk)2 + = VI + [('(Ck»)' (2) 

1=1 1=1 1=1 

Because VI + [('(x»)' is continuous on [a, b], the limit of the Riemann sum on the right-
hand side of Equation (2) exists as the norm of the partition goes to zero, giving 

lim Lk = lim VI + [('(et»)' Axk = VI + [('(x»)' dx. .. l b 

n--i'OO 1=1 n_OO k=l a 

We derme the value of this limiting integral to be the length of the curve. 

DEFINmON If j' is continuous on [a, b], then the length (arc length) of the 
curvey = j(X) from the point A = (a,j(a»tothepointB = (b,j(b» is the value 
of the integral 

L = t VI + [{'(x)l'dx = t + (:y dx. (3) 

Τότε το μήκος της πολυγωνικής γραμμής P0P1 . . . Pn, προσεγγίζει το μήκος της καμπύλης.
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Θέτουμε
∆xk = xk − xk−1 και ∆yk = f(xk)− f(xk−1),

και εστιάζουμε στο υποδιάστημα [xk−1, xk]
y 
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I AXl 
I 
I 
I 

FIGURE 6.23 The arc P'-IP, of the 
curve y = f(x) is approximated by the 
straight line segment shown here, which 
has length L, = v' (ax.,)2 + (ay.,)2. 

6.3 Arc Length 327 

y ll.-l 

FIGURE 6.22 The length of the polygonal path PoPlP2 ... p. approximates the 
length of the curve y = f(x) from point A to pointB. 

We partition the interval [a, b] into n subintervals with a = Xo < Xl < X2 < ... < 
X. = b. If Yk = j(Xk), then the corresponding point Pk(Xk, Yk) lies on the curve. Next we 
connect successive points Pk-l and Pk with straight line segments that, taken together, 
form a polygonal path whose length approximates the length of the curve (Figure 6.22). If 
Axk = Xk - Xk-l and Yk = Yk - Yk- t. then a representative line segment in the path bas 
length (see Figure 6.23) 

so the length of the curve is approximated by the sum 

(1) 

We expect the approximation to improve as the partition of [a, b] becomes rmer. Now, by 
the Mean Value Theorem, there is a point c'" with Xk-l < Ck < X., such that 

= f'(et) Axk. 
With this substitution for the sums in Equation (I) take the form 

• • • 
Lk = V(Axk)2 + = VI + [('(Ck»)' (2) 

1=1 1=1 1=1 

Because VI + [('(x»)' is continuous on [a, b], the limit of the Riemann sum on the right-
hand side of Equation (2) exists as the norm of the partition goes to zero, giving 

lim Lk = lim VI + [('(et»)' Axk = VI + [('(x»)' dx. .. l b 

n--i'OO 1=1 n_OO k=l a 

We derme the value of this limiting integral to be the length of the curve. 

DEFINmON If j' is continuous on [a, b], then the length (arc length) of the 
curvey = j(X) from the point A = (a,j(a»tothepointB = (b,j(b» is the value 
of the integral 

L = t VI + [{'(x)l'dx = t + (:y dx. (3) 

Τότε το μήκος του ευθ. τμήματος Pk−1Pk είναι

Lk =
√

(∆xk)2 + (∆yk)2. (3)

Από ΘΜΤ ∃ ξk ∈ (xk−1, xk):

f(xk)− f(xk−1)
xk − xk−1

= f ′(ξk) ⇔
∆yk
∆xk

= f ′(ξk) ⇔ ∆yk = f ′(ξk)∆xk. (4)
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Άρα μπορούμε να προσεγγίσουμε το μήκος της καμπύλης y = f(x) από το σημείο A έως το
B με το άθροισμα

n∑

k=1

Lk =
n∑

k=1

√
(∆xk)2 + (∆yk)2

(4)
=

n∑

k=1

√
(∆xk)2 + (f ′(ξk)∆xk)2

=
n∑

k=1

√
1 + (f ′(ξk))2 ∆xk.

Το άθροισμα αυτό είναι ένα άθροισμα Riemann της συνάρτησης
√

1 + (f ′(x))2, που είναι
συνεχής, επομένως αν πάρουμε όρια για n → ∞ έχουμε ότι

HBK
n→∞

n∑

k=1

Lk =

∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2 dx.

Ορισμός
Αν f ′ είναι συνεχής στο [a, b], τότε το μήκος της καμπύλης y = f(x) από το σημείο
A(a, f(a)) έως το σημείο B(b, f(b)) είναι η τιμή του ολοκληρώματος

L =

∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2 dx =

∫ b

a

√
1 +

(dy
dx

)2
dx. (5)
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Παράδειγμα. Βρείτε το μήκος της καμπύλης y = 4
√

2
3 x3/2 − 1 από το x = 0 μέχρι το x = 1.

Μερικές φορές είναι βολικό να εκφράσουμε το x ως συνάρτηση του y, π.χ. αν έχουμε
x = g(y), a ≤ y ≤ b. Τότε το μήκος της καμπύλης δίνεται από τον τύπο

L =

∫ b

a

√
1 + (g′(y))2 dy =

∫ b

a

√

1 +
(dx
dy

)2
dy. (6)

Τέλος, αν μια καμπύλη δίνεται παραμετρικά από τις εξισώσεις

x = g(t), y = h(t), t ∈ [ta, tb],

ισχύει:

L =

∫ tb

ta

√(dx
dt

)2
+
(dy
dt

)2
dt. (7)

Παράδειγμα. Βρείτε το μήκος κύκλου ακτίνας ρ.
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Υπολογισμός όγκου στερεού με χρήση του εμβαδού διατομής

Μια διατομή ενός στερεού S είναι το επίπεδο χωρίο που σχηματίζεται από την τομή του S με
ένα επίπεδο

352 CHAPTER 5 APPLICATIONS OF INTEGRATION

In trying to find the volume of a solid we face the same type of problem as in finding areas.
We have an intuitive idea of what volume means, but we must make this idea precise by
using calculus to give an exact definition of volume.

We start with a simple type of solid called a cylinder (or, more precisely, a right cylin-
der). As illustrated in Figure 1(a), a cylinder is bounded by a plane region , called the
base, and a congruent region in a parallel plane. The cylinder consists of all points on line
segments that are perpendicular to the base and join to . If the area of the base is and
the height of the cylinder (the distance from to ) is , then the volume of the cylin-
der is defined as

In particular, if the base is a circle with radius , then the cylinder is a circular cylinder with
volume [see Figure 1(b)], and if the base is a rectangle with length and width

, then the cylinder is a rectangular box (also called a rectangular parallelepiped ) with
volume [see Figure 1(c)].

For a solid S that isn’t a cylinder we first “cut” S into pieces and approximate each piece
by a cylinder. We estimate the volume of S by adding the volumes of the cylinders. We
arrive at the exact volume of S through a limiting process in which the number of pieces
becomes large.

We start by intersecting S with a plane and obtaining a plane region that is called a cross-
section of Let be the area of the cross-section of in a plane perpendic-
ular to the -axis and passing through the point , where . (See Figure 2. Think
of slicing with a knife through and computing the area of this slice.) The cross-sectional
area will vary as increases from to .

FIGURE 2
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5.2 Volumes
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Π.χ. Το εμβαδόν A(x) της διατομής του στερεού S που σχηματίζεται από την τομή του S με
το επίπεδο Px που είναι κάθετο στον x-άξονα και διέρχεται από το σημείο (x, 0), x ∈ [a, b].
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Αν γνωρίζουμε το εμβαδόν της βάσης ενός κυλινδρικού στερεού, έστω A, και το
ύψος h, τότε ο όγκος του κυλινδρικού στερεού είναι

Όγκος = βάση × ύψος = A · h.

y 

o 

6 
ApPLICATIONS OF 
DEFINITE INTEGRALS 

OVERVIEW In Chapter 5 we saw that a continuous function over a closed interval has a 
definite integral, which is the limit of any Riemann sum for the function. We proved that 
we could evaluate definite integrals using the Fundamental Theorem of Calculus. We also 
found that the area under a curve and the area between two curves could be computed as 
definite integrals. 

In this chapter we extend the applications of definite integrals to finding volumes, 
lengths of plane curves, and areas of surfaces of revolution. We also use integrals to 
solve physical problems involving the work done by a force, the fluid force against a 
planar wall, and the location of an obj ect's center of mass. 

6.1 Volumes Using Cross-Sections 

s 

a 

Cross-section S(x) 
with area A (x) 

b x 

FIGURE 6.1 A cross-section Sex) of the 
solid S fonned by intersecting S with a plane 
Px perpendicular to the x-axis through the 
point x in the interval [a, b]. 

308 

In this section we define volumes of solids using the areas of their cross-sections. A cross-
section of a solid S is the plane region formed by intersecting S with a plane (Figure 6.1). 
We present three different methods for obtaining the cross-sections appropriate to finding 
the volume of a particular solid: the method of slicing, the disk method, and the washer 
method. 

Suppose we want to find the volume of a solid S like the one in Figure 6.1. We begin 
by extending the definition of a cylinder from classical geometry to cylindrical solids with 
arbitrary bases (Figure 6.2). If the cylindrical solid has a known base area A and height h, 
then the volume of the cylindrical solid is 

Volume = area X height = A • h. 

This equation forms the basis for defining the volumes of many solids that are not cylin-
ders, like the one in Figure 6.1 . If the cross-section of the solid S at each point x in the in-
terval [a, b] is a region S(x) ofareaA(x), and A is a continuous function of x , we can define 
and calculate the volume of the solid S as the definite integral of A (x). We now show how 
this integral is obtained by the method of slicing. 

Plane region whose 
area we know 

= height 

Cylindrical solid based on region 
Volume = base area x height = Ah 

FIGURE 6.2 The volume of a cylindrical solid is always defined to 
be its base area times its height. 
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Χωρίζουμε το S σε n “φέτες” ίσου πάχους ∆x.

Σε κάθε διάστημα [xi−1, xi], i = 1, . . . , n, επιλέγουμε ενδιάμεσα σημεία x∗
i και

προσεγγίζουμε την i-οστή φέτα Si από το κυλινδρικό στερεό με εμβαδό βάσης A(x∗
i ) και

πάχος ∆x:

SECTION 5.2 VOLUMES 353

Let’s divide S into n “slabs” of equal width by using the planes , , . . . to slice
the solid. (Think of slicing a loaf of bread.) If we choose sample points in , we
can approximate the th slab (the part of that lies between the planes and ) by a
cylinder with base area and “height” . (See Figure 3.)

The volume of this cylinder is , so an approximation to our intuitive concep-
tion of the volume of the th slab is

Adding the volumes of these slabs, we get an approximation to the total volume (that is,
what we think of intuitively as the volume): 

This approximation appears to become better and better as . (Think of the slices as
becoming thinner and thinner.) Therefore we define the volume as the limit of these sums
as . But we recognize the limit of Riemann sums as a definite integral and so we
have the following definition.

Definition of Volume Let be a solid that lies between and . If the
cross-sectional area of in the plane , through x and perpendicular to the -axis,
is , where is a continuous function, then the volume of is

When we use the volume formula , it is important to remember that 
is the area of a moving cross-section obtained by slicing through perpendicular to the

-axis.
Notice that, for a cylinder, the cross-sectional area is constant: for all . So our

definition of volume gives ; this agrees with the formula 

Show that the volume of a sphere of radius is .

SOLUTION If we place the sphere so that its center is at the origin (see Figure 4), then the
plane intersects the sphere in a circle whose radius (from the Pythagorean Theorem) 
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Άρα μια προσέγγιση του όγκου της i-οστής φέτας Si θα είναι

V (Si) ≈ A(x∗
i )∆x.

∴ V ≈
n∑

i=1

A(x∗
i )∆x.
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Αυτό όμως είναι ένα άθροισμα Riemann για τη συνάρτηση A(x) στο διάστημα [a, b],
επομένως αναμένουμε ότι καθώς λεπταίνουμε ολοένα και περισσότερο τη διαμέριση του
[a, b] θα έχουμε:

HBK
n→∞

n∑

i=1

A(x∗
i )∆x =

∫ b

a

A(x) dx.

Ορισμός
Ο όγκος V ενός στερεού με εμβαδό διατομής που δίνεται από την ολοκληρώσιμη συνάρτηση
A(x), για x ∈ [a, b], είναι

V =

∫ b

a

A(x) dx.
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Επομένως στις περιπτώσεις που η A(x) είναι ολοκληρώσιμη και, ειδικότερα, συνεχής,
υπολογίζουμε τον όγκο ενός στερεού εκτελώντας τα ακόλουθα βήματα:

1 Σχεδιάζουμε το στερεό και μια τυπική διατομή του.

2 Βρίσκουμε ένα τύπο για το εμβαδό μιας τυπικής διατομής A(x).
3 Καθορίζουμε τα όρια ολοκλήρωσης a και b.
4 Ολοκληρώνουμε τη συνάρτηση A(x) από a έως b για να βρούμε τον όγκο του στερεού.
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Παραδείγματα

(1) Δείξτε ότι ο όγκος της σφαίρας με ακτίνα r είναι ίσος με V = 4
3 π r3.

Let’s divide S into n “slabs” of equal width by using the planes , , . . . to slice
the solid. (Think of slicing a loaf of bread.) If we choose sample points in , we
can approximate the th slab (the part of that lies between the planes and ) by
a cylinder with base area and “height” . (See Figure 3.)

FIGURE 3
The volume of this cylinder is , so an approximation to our intuitive concep-

tion of the volume of the th slab is 

Adding the volumes of these slabs, we get an approximation to the total volume (that is,
what we think of intuitively as the volume):

This approximation appears to become better and better as . (Think of the slices as
becoming thinner and thinner.) Therefore, we define the volume as the limit of these sums
as . But we recognize the limit of Riemann sums as a definite integral and so we
have the following definition.

DEFINITION OF VOLUME Let be a solid that lies between and . If the
cross-sectional area of in the plane , through x and perpendicular to the x-axis,
is , where is a continuous function, then the volume of is

When we use the volume formula , it is important to remember that 
is the area of a moving cross-section obtained by slicing through perpendicular to

the -axis.
Notice that, for a cylinder, the cross-sectional area is constant: for all . So our

definition of volume gives ; this agrees with the formula 

EXAMPLE 1 Show that the volume of a sphere of radius is .

SOLUTION If we place the sphere so that its center is at the origin (see Figure 4), then the
plane intersects the sphere in a circle whose radius (from the Pythagorean Theorem) Px
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(2) Βρείτε τον όγκο μιας πυραμίδας που η βάση της είναι τετράγωνο πλευράς L και το ύψος
της είναι ίσο με h.

Τοποθετούμε την κορυφή της πυραμίδας στην αρχή των αξόνων έτσι ώστε ο κεντρικός
της άξονας να βρίσκεται πάνω στον x–άξονα.

Since lies on the circle, we have and so the base of the triangle
is . Since the triangle is equilateral, we see from Figure 13(c) that its 
height is . The cross-sectional area is therefore

and the volume of the solid is

M

EXAMPLE 8 Find the volume of a pyramid whose base is a square with side and
whose height is .

SOLUTION We place the origin at the vertex of the pyramid and the -axis along its cen-
tral axis as in Figure 14. Any plane that passes through and is perpendicular to the 
-axis intersects the pyramid in a square with side of length , say. We can express in

terms of by observing from the similar triangles in Figure 15 that

and so . [Another method is to observe that the line has slope and
so its equation is .] Thus the cross-sectional area is

The pyramid lies between and , so its volume is

M

We didn’t need to place the vertex of the pyramid at the origin in Example 8.
We did so merely to make the equations simple. If, instead, we had placed the center of the
base at the origin and the vertex on the positive -axis, as in Figure 16, you can verify that y
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 V ! yh

0
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O
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P
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LV

 ! 2 y1

0
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3 !0

1

!
4s3 

3

 V ! y1

!1
 A" x# dx ! y1

!1
 s3  "1 ! x 2 # dx
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2 ! 2s1 ! x 2 ! s3 s1 ! x 2 ! s3  "1 ! x 2 #
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ABCy ! s1 ! x 2 B
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(3) Βρείτε τον όγκο του στερεού του ακόλουθου σχήματος, που δημιουργείται αν
περιστρέψουμε γύρω από τον x–άξονα το χωρίο που περικλείεται από το γράφημα της
y =

√
x και τον x–άξονα, για 0 ≤ x ≤ 1.

The solid lies between and , so its volume is

M

EXAMPLE 3 Find the volume of the solid obtained by rotating the region bounded by
, , and about the -axis.

SOLUTION The region is shown in Figure 7(a) and the resulting solid is shown in
Figure 7(b). Because the region is rotated about the y-axis, it makes sense to slice the
solid perpendicular to the y-axis and therefore to integrate with respect to y. If we slice
at height y, we get a circular disk with radius x, where . So the area of a cross-
section through y is

and the volume of the approximating cylinder pictured in Figure 7(b) is

Since the solid lies between y ! 0 and y ! 8, its volume is

MFIGURE 7
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N Did we get a reasonable answer in 
Example 2? As a check on our work, let’s 
replace the given region by a square with base

and height . If we rotate this square, 
we get a cylinder with radius , height , and
volume . We computed that the
given solid has half this volume. That seems
about right.

! ! 12 ! 1 ! !
11

1%0, 1&
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(4) Αρχή του Cavalieri: Ας υποθέσουμε ότι δύο στερεά περιέχονται μεταξύ δύο παράλληλων
επιπέδων. Αν η τομή κάθε επιπέδου, που είναι παράλληλο προς τα επίπεδα αυτά, με τα
στερεά ορίζει χωρία που έχουν ίσο εμβαδόν, τότε τα στερεά αυτά έχουν ίσο όγκο.

310 Chapter 6: Applications of Definite Integrals 

y 2. Aformulafor A(x). The cross-section at x is a square x meters on a side, so its area is 

Typical cross-section 

3 
-e. _ 
x 

FIGURE 6.5 The cross-sections of the 
pyramid in Example I are squares. 

FIGURE 6.6 The wedge of Example 2, 
sliced perpendicular to the x-axis. The 
cross-sections are rectangles. 

HISTORICAL BIOGRAPHY 

Bonaventura Cavalieri 
(1598- 1647) 

A(x) = x 2. 

3. The limits of integration. The squares lie on the planes from x = 0 to x = 3. 
4. Integrate to find the volume: 

V = A(x) dx = x 2 dx = = 9 m3• 13 13 3]3 
o 0 3 0 • 

EXAMPLE 2 A curved wedge is cut from a circular cylinder of radius 3 by two planes. 
One plane is perpendicular to the axis of the cylinder. The second plane crosses the first 
plane at a 45° angle at the center of the cylinder. Find the volume of the wedge. 

Solution We draw the wedge and sketch a typical cross-section perpendicular to the 
x-axis (Figure 6.6). The base of the wedge in the figure is the semi-circle with x ;:::: 0 
that is cut from the circle x 2 + y2 = 9 by the 45° plane when it intersects the y-axis. 
For any x in the interval [0, 3], the y-values in this semi-circular base vary from 
y = - to y = When we slice through the wedge by a plane perpen-
dicular to the x-axis, we obtain a cross-section at x which is a rectangle of height x whose 
width extends across the semi-circular base. The area of this cross-section is 

A(x) = (height)(width) = 

The rectangles run from x = 0 to x = 3, so we have 

V = lbA(x) dx = 13 dx 

= _l (9 _ x2)3/2]3 
3 0 

= 0 + l(9)3/2 
3 

= 18. 

Letu=9-x2, 

du = - 2x dx, integrate, 
and substitute back. 

• 
EXAMPLE 3 Cavalieri's principle says that solids with equal altitudes and identical 
cross-sectional areas at each height have the same volume (Figure 6.7). This follows im-
mediately from the definition of volume, because the cross-sectional area function A(x) 
and the interval [a, b] are the same for both solids. 

b __ -:: Same VhOlume 

---_ ,r------

Same cross-section 
area at every level 

FIGURE 6.7 Cavalieri's principle: These solids have the 
same volume, which can be illustrated with stacks of coins. • 
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Γενικευμένα ολοκληρώματα Riemann

∫ +∞

1

x dx,

∫ 1

0

1
x

dx

Στο πρώτο «ολοκλήρωμα» το διάστημα [1,+∞) δεν είναι κλειστό και φραγμένο.

Στο δεύτερο «ολοκλήρωμα» η συνάρτηση y = 1/x δεν ορίζεται στο διάστημα [0, 1] και,
μάλιστα, δεν είναι καν φραγμένη στο διάστημα αυτό αφού HBKx→0+

1
x = +∞.

Τέτοιου τύπου «ολοκληρώματα», υπό ορισμένες προϋποθέσεις, ονομάζονται γενικευμένα ή
καταχρηστικά ολοκληρώματα.
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Τύπος Ι: « Άπειρα διαστήματα»
1 Αν το

∫ t

a
f(x) dx υπάρχει για οποιοδήποτε αριθμό t ≥ a, τότε

∫ +∞

a

f(x) dx = HBK
t→+∞

∫ t

a

f(x) dx,

αν υπάρχει το όριο αυτό.

2 Αν το
∫ b

t
f(x) dx υπάρχει για οποιοδήποτε αριθμό t ≤ b, τότε

∫ b

−∞
f(x) dx = HBK

t→−∞

∫ b

t

f(x) dx,

αν υπάρχει το όριο αυτό.
Αν υπάρχουν τα παραπάνω όρια θα λέμε ότι τα γενικευμένα ολοκληρώματα∫ +∞
a

f(x) dx και
∫ b

−∞ f(x) dx συγκλίνουν, ενώ θα λέμε ότι αποκλίνουν αν τα όρια
αυτά δεν υπάρχουν.

3 Αν υπάρχουν τα
∫ +∞
a

f(x) dx και
∫ b

−∞ f(x) dx, τότε ορίζουμε

∫ +∞

−∞
f(x) dx =

∫ a

−∞
f(x) dx+

∫ +∞

a

f(x) dx.
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Παραδείγματα

1 Το
∫ +∞
1

1
x dx συγκλίνει ή αποκλίνει;

2 Το
∫ +∞
1

1
x2 dx συγκλίνει ή αποκλίνει;

Let’s compare the result of Example 1 with the example given at the beginning of this 
section:

Geometrically, this says that although the curves and look very similar
for , the region under to the right of (the shaded region in Figure 4)
has finite area whereas the corresponding region under (in Figure 5) has infinite
area. Note that both and approach as but approaches faster than

. The values of 1!x don’t decrease fast enough for its integral to have a finite value.

EXAMPLE 2 Evaluate .

SOLUTION Using part (b) of Definition 1, we have

We integrate by parts with , so that , :

We know that as , and by l’Hospital’s Rule we have

Therefore

M

EXAMPLE 3 Evaluate .

SOLUTION It’s convenient to choose in Definition 1(c):

We must now evaluate the integrals on the right side separately:

 ! lim
t l !

 "tan"1t " tan"1 0# ! lim
t l !

 tan"1t !
#

2

 y!

0
 

1
1 $ x 2  dx ! lim

tl!
 yt

0
 

dx
1 $ x 2 ! lim

tl!
 tan"1x]0

t

y!

"!
 

1
1 $ x 2  dx ! y0

"!
 

1
1 $ x 2  dx $ y!

0
 

1
1 $ x 2  dx

a ! 0

y!

"!
 

1
1 $ x 2  dx

 ! "0 " 1 $ 0 ! "1

 y0

"!
 xex dx ! lim

tl"!
 ""te t " 1 $ e t#

 ! lim 
tl"!

 ""e t# ! 0

 lim
tl"!

 te t ! lim
tl"!

 
t

e"t ! lim
tl"!

 
1

"e"t

tl "!e t l 0

 ! "te t " 1 $ e t

 y0

t
 xex dx ! xex]t

0
" y0

t
 ex dx

v ! exdu ! dxdv ! ex dxu ! x

y0

"!
 xex dx ! lim

tl"!
 y0

t
 xex dx

y0

"!
 xex dx

1!x
01!x 2xl !01!x1!x 2

y ! 1!x
x ! 1y ! 1!x 2x % 0

y ! 1!xy ! 1!x 2

y!

1
 
1
x

 dx divergesy!

1
 

1
x 2  dx converges
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In Module 8.8 you can investigate
visually and numerically whether several
improper integrals are convergent or 
divergent.

TEC

Let’s compare the result of Example 1 with the example given at the beginning of this 
section:

Geometrically, this says that although the curves and look very similar
for , the region under to the right of (the shaded region in Figure 4)
has finite area whereas the corresponding region under (in Figure 5) has infinite
area. Note that both and approach as but approaches faster than

. The values of 1!x don’t decrease fast enough for its integral to have a finite value.

EXAMPLE 2 Evaluate .

SOLUTION Using part (b) of Definition 1, we have

We integrate by parts with , so that , :

We know that as , and by l’Hospital’s Rule we have

Therefore

M

EXAMPLE 3 Evaluate .

SOLUTION It’s convenient to choose in Definition 1(c):

We must now evaluate the integrals on the right side separately:

 ! lim
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#
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tl!
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TEC

3 Το
∫ 0

−∞ x ex dx συγκλίνει ή αποκλίνει;

4 Το
∫ +∞
−∞

1
1+x2 dx συγκλίνει ή αποκλίνει;

Since both of these integrals are convergent, the given integral is convergent and

Since , the given improper integral can be interpreted as the area of 
the infinite region that lies under the curve and above the -axis (see
Figure 6). M

EXAMPLE 4 For what values of is the integral

convergent?

SOLUTION We know from Example 1 that if , then the integral is divergent, so let’s
assume that . Then

If , then , so as , and . Therefore

and so the integral converges. But if , then and so

and the integral diverges. M

We summarize the result of Example 4 for future reference:

TYPE 2 : DISCONTINUOUS INTEGRANDS

Suppose that is a positive continuous function defined on a finite interval but has
a vertical asymptote at . Let be the unbounded region under the graph of and above 
the -axis between and . (For Type 1 integrals, the regions extended indefinitely in a bax

fSb
!a , b "f

y!

1
 

1
x p  d x is convergent if p " 1 and divergent if p # 1.2

as tl !
1

t p $1 ! t 1$p l !

p $ 1 % 0p % 1

if p " 1y!

1
 

1
x p  d x !

1
p $ 1

1#t p $1 l 0t p $1 l !tl !p $ 1 " 0p " 1

 ! lim
t l !

 
1

1 $ p $ 1
t p $1 $ 1%

 ! lim
t l !

 
x$p & 1

$p & 1%x!1

x!t

 y!

1
 

1
x p  d x ! lim

t l !
 yt

1
 x$p  d x

p " 1
p ! 1

y!

1
 

1
x p  d x

p

xy ! 1#&1 & x 2 "
1#&1 & x 2 " " 0

y!

$!
 

1
1 & x 2  d x !

'

2
&

'

2
! '

 ! 0 $ '$
'

2 ( !
'

2

 ! lim
t l $!

 & tan$1 0 $ tan$1t"

 y0

$!
 

1
1 & x 2  d x ! lim

t l $!
 y0

t
 

d x
1 & x 2 ! lim

t l $!
 tan$1x] t

0
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Τύπος ΙΙ: Ολοκληρώματα ασυνεχών συναρτήσεων

1 Αν f είναι συνεχής στο [a, b) και ασυνεχής στο b, τότε

∫ b

a

f(x) dx = HBK
t→b−

∫ t

a

f(x) dx,

αν υπάρχει το όριο αυτό.

2 Αν f είναι συνεχής στο (a, b] και ασυνεχής στο a, τότε

∫ b

a

f(x) dx = HBK
t→a+

∫ b

t

f(x) dx,

αν υπάρχει το όριο αυτό.
3 Αν η f είναι ασυνεχής στο c, a < c < b, και τα γενικευμένα ολοκληρώματα

∫ c

a
f(x) dx

και
∫ b

c
f(x) dx συγκλίνουν, τότε

∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx.
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Παραδείγματα

1 Υπολογίστε το
∫ 5

2
1√
x−2

dx αν είναι δυνατόν.

2 Υπολογίστε το
∫ 3

0
1

x−1 dx αν είναι δυνατόν.

3 Υπολογίστε το
∫ 1

0
HMx dx αν είναι δυνατόν.

Now we integrate by parts with , , , and :

To find the limit of the first term we use l’Hospital’s Rule:

Therefore

Figure 11 shows the geometric interpretation of this result. The area of the shaded region
abov e and below the -axis is . M

A COMPARISON TEST FOR IMPROPER INTEGRALS

Sometimes it is impossible to find the exact v alue of an improper integral and yet it 
is important to know whether it is conv ergent or div ergent. In such cases the following the-
orem is useful. Although we state it for Type 1 integrals, a similar theorem is true for
Type 2 integrals.

COMPARISON THEOREM Suppose that and are continuous functions with
for .

(a) If is conv ergent, then is conv ergent.

(b) If is div ergent, then is div ergent.

We omit the proof of the Comparison Theorem, but Figure 12 makes it seem plausible.
If the area under the top curv e is finite, then so is the area under the bottom curv e

. And if the area under is infinite, then so is the area under .
[Note that the rev erse is not necessarily true: If is conv ergent, may 
or may not be conv ergent, and if is div ergent, may or may not be
div ergent.]

EXAMPLE 9 Show that is conv ergent.

SOLUTION We can’t ev aluate the integral directly because the antideriv ativ e of is not an
elementary function (as explained in Section 8.5). We write

and observ e that the first integral on the right-hand side is just an ordinary definite inte-
gral. In the second integral we use the fact that for we hav e , so 
and therefore . (See Figure 13.) The integral of is easy to ev aluate:

! lim
t l !

 !e" 1 " e" t" ! e" 1y!

1
 e" x dx ! lim

t l !
 yt

1
 e" x dx

e" xe" x2

# e" x
" x 2 # " xx 2 $ xx $ 1

y!

0
 e" x2 

dx ! y1

0
 e" x2 dx % y!

1
 e" x2 dx

e" x2

y!

0
 e" x2

dxV

x!a  t!x" dxx!a  f !x" dx
x!a  f !x" dxx!a  t!x" dx

y ! f !x"y ! t!x"y ! t!x"
y ! f !x"

x!a  f !x" dxx!a  t!x" dx

x!a  t!x" dxx!a  f !x" dx

x $ af !x" $ t!x" $ 0
tf

1xy ! ln x

! " 0 " 1 % 0 ! " 1 y1

0
 ln x dx ! lim

t l
 

0 %
 !" t ln t " 1 % t"

! lim
t l

 

0 %
 !" t" ! 0! lim

t l
 

0 %
 

1#t
" 1#t 2lim

t l
 

0 %
 t ln t ! lim

t l
 

0 %
 
ln t
1#t

 ! " t ln t " 1 % t

 ! 1 ln 1 " t ln t " !1 " t"

 y1

t
 ln x dx ! x ln x]t

1
" y1

t
 dx

v ! xdu ! dx#xdv ! dxu ! ln x
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Θεώρημα (σύγκρισης)
Αν f, g συνεχείς συναρτήσεις με fx) ≥ g(x), για x ≥ a, τότε

(i) Αν το
∫ +∞
a

f(x) dx συγκλίνει, τότε και το
∫ +∞
a

g(x) dx συγκλίνει.

(ii) Αν το
∫ +∞
a

g(x) dx αποκλίνει, τότε και το
∫ +∞
a

f(x) dx αποκλίνει.

Now we integrate by parts with , , , and :

To find the limit of the first term we use l’Hospital’s Rule:

Therefore

Figure 11 shows the geometric interpretation of this result. The area of the shaded region
abov e and below the -axis is . M

A COMPARISON TEST FOR IMPROPER INTEGRALS

Sometimes it is impossible to find the exact v alue of an improper integral and yet it 
is important to know whether it is conv ergent or div ergent. In such cases the following the-
orem is useful. Although we state it for Type 1 integrals, a similar theorem is true for
Type 2 integrals.

COMPARISON THEOREM Suppose that and are continuous functions with
for .

(a) If is conv ergent, then is conv ergent.

(b) If is div ergent, then is div ergent.

We omit the proof of the Comparison Theorem, but Figure 12 makes it seem plausible.
If the area under the top curv e is finite, then so is the area under the bottom curv e

. And if the area under is infinite, then so is the area under .
[Note that the rev erse is not necessarily true: If is conv ergent, may 
or may not be conv ergent, and if is div ergent, may or may not be
div ergent.]

EXAMPLE 9 Show that is conv ergent.

SOLUTION We can’t ev aluate the integral directly because the antideriv ativ e of is not an
elementary function (as explained in Section 8.5). We write

and observ e that the first integral on the right-hand side is just an ordinary definite inte-
gral. In the second integral we use the fact that for we hav e , so 
and therefore . (See Figure 13.) The integral of is easy to ev aluate:

! lim
t l !

 !e" 1 " e" t" ! e" 1y!

1
 e" x dx ! lim

t l !
 yt

1
 e" x dx

e" xe" x2

# e" x
" x 2 # " xx 2 $ xx $ 1

y!

0
 e" x2 

dx ! y1

0
 e" x2 dx % y!

1
 e" x2 dx

e" x2

y!

0
 e" x2

dxV

x!a  t!x" dxx!a  f !x" dx
x!a  f !x" dxx!a  t!x" dx

y ! f !x"y ! t!x"y ! t!x"
y ! f !x"

x!a  f !x" dxx!a  t!x" dx

x!a  t!x" dxx!a  f !x" dx

x $ af !x" $ t!x" $ 0
tf

1xy ! ln x

! " 0 " 1 % 0 ! " 1 y1

0
 ln x dx ! lim

t l
 

0 %
 !" t ln t " 1 % t"

! lim
t l

 

0 %
 !" t" ! 0! lim

t l
 

0 %
 

1#t
" 1#t 2lim
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0 %
 t ln t ! lim
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0 %
 
ln t
1#t

 ! " t ln t " 1 % t

 ! 1 ln 1 " t ln t " !1 " t"

 y1

t
 ln x dx ! x ln x]t

1
" y1

t
 dx

v ! xdu ! dx#xdv ! dxu ! ln x

5 5 0 | | | | CHAPTER 8 TECHNIQUES OF INTEGRATION

FIGURE 1 1

0

y

x1
area=1

y=ln x

0

y

xa

g
f

FIGURE 1 2
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FIGURE 1 3
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(Το θεώρημα αυτό διατυπώνεται για γενικευμένα ολοκληρώματα τύπου Ι, αλλά με τις
κατάλληλες τροποποιήσεις ισχύει και για γενικευμένα ολοκληρώματα τύπου ΙΙ.)

Παράδειγμα. Ελέγξτε αν το
∫ +∞
1

1+e−x

x dx συγκλίνει ή αποκλίνει.
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