
Συναρτήσεις – Όρια – Συνέχεια
Δημήτρης Μητσούδης

Τμήμα Ναυπηγών Μηχανικών
Σχολή Μηχανικών

Π
Α
Ν
ΕΠ

ΙΣ

ΤΗ
ΜΙΟ ΔΥΤΙΚΗΣ ΑΤΤΙΚ

Η
Σ

U
N

IVERS IT Y  O F  W E S T A

T TIC
A

Νοέμβριος 2018

1 Συναρτήσεις

Οι συναρτήσεις εμφανίζονται οποτεδήποτε μια μεταβλητή ποσότητα εξαρτάται από τις τιμές
μιας άλλης. Ας δούμε τα ακόλουθα παραδείγματα.

1. Το εμβαδόν E ενός κύκλου εξαρτάται από την ακτίνα r του κύκλου. Ο κανόνας που
συνδέει την ακτίνα r με το εμβαδόν E ορίζεται από την εξίσωση: E = πr2. Σε κάθε
θετικό αριθμό r αντιστοιχεί μόνο μια τιμή του E, και λέμε ότι το E είναι συνάρτηση
του r.

2. Η απόσταση που χρειάζεται ένα αυτοκίνητο για να σταματήσει είναι συνάρτηση της
ταχύτητας με την οποία έτρεχε το αυτοκίνητο, όταν αρχίσαμε να πατάμε το φρένο.

Αν μια μεταβλητή ποσότητα x παίρνει τιμές μέσα από κάποιο σύνολο A, και υπάρχει
ένας συγκεκριμένος κανόνας που για κάθε τιμή της x καθορίζει μια μοναδική τιμή
μιας άλλης μεταβλητής ποσότητας y μέσα από κάποιο άλλο σύνολο B, τότε λέμε ότι
η μεταβλητή y είναι συνάρτηση της μεταβλητής x, και συμβολίζουμε

f : A → B, με y = f(x).
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Σε αυτή την περίπτωση θα λέμε η συνάρτηση f με τύπο y = f(x). Επίσης, θα λέμε
ότι η x είναι η ανεξάρτητη μεταβλητή και η y είναι η εξαρτημένη μεταβλητή. Το
σύνολοA λέγεται πεδίο ορισμού της συνάρτησης. Ο αριθμός f(x) λέγεται εικόνα του
x μέσω της f και τον διαβάζουμε ως «f του x». Τέλος, λέμε σύνολο τιμών της f , και
συμβολίζουμε f(A), το σύνολο όλων των εικόνων f(x) όταν το x διατρέχει το σύνολο
A.

Εμείς θα ασχοληθούμε με πραγματικές συναρτήσεις (δηλ., η εξαρτημένη μεταβλητή y παίρνει
πραγματικές τιμές) πραγματικής μεταβλητής (δηλ., η ανεξάρτητη μεταβλητή x ∈ R).
Γενικά, αν δεν προκαθορίζεται το πεδίο ορισμού μιας συνάρτησης, τότε θεωρούμε ως πεδίο
ορισμού της το μεγαλύτερο σύνολο για το οποίο ο τύπος έχει έννοια. Π.χ., αν

f(x) =
1

x2 − x
,

θα πρέπει να εξαιρέσω από το πεδίο ορισμού της f τους αριθμούς 0, 1, που μηδενίζουν τον
παρονομαστή. Άρα το πεδίο ορισμού A = R \ {0, 1} = (−∞, 0) ∪ (0, 1) ∪ (1,+∞).

1.1 Γράφημα συνάρτησης

Πολύ μεγάλη βοήθεια στη μελέτη και κατανόηση των ιδιοτήτων μιας συνάρτησης y = f(x),
προσφέρει η γραφική παράστασή της ή γράφημά της. Για να το κατασκευάσουμε ζωγρα-
φίζουμε δυο κάθετες μεταξύ τους πραγματικές ευθείες στο ίδιο επίπεδο, μια οριζόντια και
μια κατακόρυφη, ώστε το σημείο τομής τους να αναπαριστά το 0 και στις δυο ευθείες. Στην
οριζόντια ευθεία τοποθετούμε τις τιμές της ανεξάρτητης μεταβλητής x, και την ονομάζουμε
x-άξονα, ενώ στην κατακόρυφη τις τιμές της εξαρτημένης μεταβλητής y, και την ονομάζουμε
y-άξονα. Κατόπιν, για κάθε τιμή της x από το πεδίο ορισμού βρίσκουμε την αντίστοιχη τιμή
y = f(x), και σχεδιάζουμε το σημείο (x, y) = (x, f(x)) φέρνοντας την κατακόρυφη ευθεία
από το σημείο x και την οριζόντια ευθεία από το σημείο y = f(x), οπότε το (x, f(x)) είναι
το σημείο τομής τους. Όλα αυτά τα σημεία (x, f(x)) σχηματίζουν τη γραφική παράσταση ή
γράφημα της συνάρτησης. Δηλαδή

γράφημα της f = {(x, f(x))|x ∈ A}.

Συνήθως, για να φτιάξουμε το γράφημα μιας συνάρτησης σχεδιάζουμε κάποια σημεία (x1, f(x1)),
(x2, f(x2)), . . . , (xn, f(xn)), ώστε τα xi, i = 1, . . . , n, να κατανέμονται όσο το δυνατό πυκνό-
τερα στο πεδίο ορισμού. Υπό ορισμένες προϋποθέσεις, από αυτά τα σημεία που θα ζωγραφί-
σουμε μπορούμε να μαντέψουμε όλα τα ενδιάμεσα σημεία που λείπουν και να ζωγραφίσουμε
με καλή προσέγγιση το γράφημα της συνάρτησης. Παρατηρήστε, ότι το πεδίο ορισμού της
y = f(x) είναι η κατακόρυφη προβολή του γραφήματός της πάνω στον x-άξονα, ενώ το
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Σχήμα 1: Γράφημα της f .

σύνολο τιμών της είναι η οριζόντια προβολή του γραφήματος πάνω στον y-άξονα. Π.χ., στο
Σχήμα 1, το πεδίο ορισμού της f είναι το διάστημα [a, b], και το σύνολο τιμών της το διάστημα
[f(a), f(b)].
Επίσης, μια καμπύλη του xy-επιπέδου θα είναι γράφημα κάποιας συνάρτησης αν και μόνον
αν δεν υπάρχει καμία κατακόρυφη ευθεία που να τέμνει την καμπύλη περισσότερες από μία
φορές. Π.χ., στο Σχήμα 2 η δεξιά καμπύλη δεν είναι γράφημα καμιάς συναρτησης, αφού αν
ήταν, τότε το a θα είχε δύο διαφορετικές εικόνες b και c.

EXAMPLE 6 Find the domain of each function.

(a) (b)

SOLUTION
(a) Because the square root of a negative number is not defined (as a real number),
the domain of consists of all values of x such that . This is equivalent to

, so the domain is the interval .

(b) Since

and division by is not allowed, we see that is not defined when or .
Thus the domain of is

which could also be written in interval notation as

M

The graph of a function is a curve in the -plane. But the question arises: Which curves
in the -plane are graphs of functions? This is answered by the following test.

THE VERTICAL LINE TEST A curve in the -plane is the graph of a function of if
and only if no vertical line intersects the curve more than once.

The reason for the truth of the Vertical Line Test can be seen in Figure 13. If each ver-
tical line intersects a curve only once, at , then exactly one functional value 
is defined by . But if a line intersects the curve twice, at and ,
then the curve can’t represent a function because a function can’t assign two different val-
ues to .

For example, the parabola shown in Figure 14(a) on the next page is not the
graph of a function of because, as you can see, there are vertical lines that intersect the
parabola twice. The parabola, however, does contain the graphs of two functions of .
Notice that the equation implies , so Thus the
upper and lower halves of the parabola are the graphs of the functions 
[from Example 6(a)] and . [See Figures 14(b) and (c).] We observe that
if we reverse the roles of and , then the equation does define as a
function of (with as the independent variable and as the dependent variable) and the
parabola now appears as the graph of the function .h
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N If a function is given by a formula and the
domain is not stated explicitly, the convention is
that the domain is the set of all numbers for
which the formula makes sense and defines a
real number.

Σχήμα 2:

Παράδειγμα. Έστω f : R → R με f(x) = [x], όπου με [x] συμβολίζουμε το ακέραιο
μέρος του x, δηλ., το μεγαλύτερο ακέραιο που είναι μικρότερος ή ίσος του x. Για παράδειγμα,
[0.3] = 0, [2.7] = 2, [−1.3] = −2. Η γραφική παράσταση της f δίνεται στο Σχήμα 3.

□

1.2 Άρτιες, περιττές, αύξουσες και φθίνουσες συναρτήσεις

Ορισμός 1.1. Μια συνάρτηση y = f(x) λέγεται άρτια αν

f(−x) = f(x),

για κάθε x στο πεδίο ορισμού της.
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Σχήμα 3: Γράφημα της f(x) = [x].

Το γράφημα μιας άρτιας συνάρτησης y = f(x) είναι συμμετρικό ως προς τον y-άξονα, βλ.
Σχήμα 4.

Ορισμός 1.2. Μια συνάρτηση y = f(x) λέγεται περιττή αν

f(−x) = −f(x),

για κάθε x στο πεδίο ορισμού της.

Το γράφημα μιας περιττής συνάρτησης y = f(x) είναι συμμετρικό ως προς την αρχή των
αξόνων (0, 0), βλ. Σχήμα 4.

SYMMETRY

If a function satisfies for every number in its domain, then is called an
even function. For instance, the function is even because

The geometric significance of an even function is that its graph is symmetric with respect
to the -axis (see Figure 19). This means that if we have plotted the graph of for ,
we obtain the entire graph simply by reflecting this portion about the -axis.

If satisfies for every number in its domain, then is called an odd
function. For example, the function is odd because

The graph of an odd function is symmetric about the origin (see Figure 20). If we  already
have the graph of for , we can obtain the entire graph by rotating this portion
through about the origin.

EXAMPLE 11 Determine whether each of the following functions is even, odd, or
neither even nor odd.
(a) (b) (c)

SOLUTION

(a)

Therefore is an odd function.

(b)

So is even.

(c)

Since and , we conclude that is neither even nor odd. M

The graphs of the functions in Example 11 are shown in Figure 21. Notice that the
graph of h is symmetric neither about the y-axis nor about the origin.

FIGURE 21
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Σχήμα 4: Γράφημα άρτιας συνάρτησης (αριστερά), και περιττής συνάρτησης (δεξιά).

Ορισμός 1.3. Η y = f(x) λέγεται αύξουσα σε ένα διάστημα I του πεδίου ορισμού της αν

για κάθε x1, x2 στο I με x1 < x2 ⇒ f(x1) ≤ f(x2).

Αν η x1 < x2 συνεπάγεται την f(x1) < f(x2), τότε η f λέγεται γνησίως αύξουσα στο I .
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Ομοίως, η y = f(x) λέγεται φθίνουσα σε ένα διάστημα I του πεδίου ορισμού της αν

για κάθε x1, x2 στο I με x1 < x2 ⇒ f(x1) ≥ f(x2).

Αν η x1 < x2 συνεπάγεται την f(x1) > f(x2), τότε η f λέγεται γνησίως φθίνουσα στο I .
Μια συνάρτηση χαρακτηρίζεται μονότονη σε ένα διάστημα αν είναι αύξουσα ή φθίνουσα στο διά-
στημα αυτό και, αντίστοιχα, γνησίως μονότονη αν είναι γνησίως αύξουσα ή γνησίως φθίνουσα.

Π.χ., κοιτώντας το γράφημα του Σχήματος 5 διαπιστώνουμε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα
στο [a, b], γνησίως φθίνουσα στο [b, c], και γνησίως αύξουσα στο [c, d].

INCREASING AND DECREASING FUNCTIONS

The graph shown in Figure 22 rises from to , falls from to , and rises again from 
to . The function is said to be increasing on the interval , decreasing on , and
increasing again on . Notice that if and are any two numbers between and 
with , then . We use this as the defining property of an increasing
function.

A function is called increasing on an interval if

It is called decreasing on if

In the definition of an increasing function it is important to realize that the inequality
must be satisfied for every pair of numbers and in with .

You can see from Figure 23 that the function is decreasing on the interval
and increasing on the interval .!0, !"#"!, 0$
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FIGURE 23
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1. The graph of a function is given.
(a) State the value of .

(b) Estimate the value of .

(c) For what values of x is ?

(d) Estimate the values of x such that .

(e) State the domain and range of .

(f) On what interval is increasing?f
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EXERCISES1.1

Σχήμα 5:

Ορισμός 1.4. Μια συνάρτηση y = f(x) λέγεται 1–1 αν

για κάθε x1 ̸= x2 στο πεδίο ορισμού της ⇒ f(x1) ̸= f(x2).

Π.χ. η συνάρτηση f : R → R, f(x) = x2, δεν είναι 1–1, αφού, για παράδειγμα,

f(−1) = (−1)2 = 1 = 12 = f(1).

Παρατήρηση: Μια συνάρτηση που είναι γνησίως μονότονη στο πεδίο ορισμού της είναι
1–1.

1.3 Πολυωνυμικές και ρητές συναρτήσεις

Πολυωνυμική συνάρτηση ονομάζουμε κάθε συνάρτηση με τύπο

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0,

όπου n είναι φυσικός αριθμός, και οι a0, a1, . . . , an είναι πραγματικοί αριθμοί και λέγονται
συντελεστές του πολυωνύμου. Αν an ≠ 0, τότε ο ακέραιος n ονομάζεται βαθμός της πο-
λυωνυμικής συνάρτησης. Το πεδίο ορισμού κάθε πολυωνυμικής συνάρτησης είναι, φυσικά,
ολόκληρο το R.

5



Π.χ., η συνάρτηση
f(x) = 2x6 − x3 +

1
2
x−

√
5,

είναι μια πολυωνυμική συνάρτηση βαθμού 6.
Οι πιο απλές πολυωνυμικές συναρτήσεις είναι οι δυνάμεις

f(x) = xn, με n φυσικό.

Στο Σχήμα 6 απεικονίζονται οι γραφικές παραστάσεις της f(x) = xn, για n = 1, . . . , 5.
(i) , where n is a positive integer
The graphs of for , and are shown in Figure 11. (These are poly-
nomials with only one term.) We already know the shape of the graphs of (a line
through the origin with slope 1) and [a parabola, see Example 2(b) in Section 1.1].

The general shape of the graph of depends on whether is even or odd. If 
is even, then is an even function and its graph is similar to the parabola .
If is odd, then is an odd function and its graph is similar to that of .
Notice from Figure 12, however, that as increases, the graph of becomes flatter
near 0 and steeper when . (If is small, then is smaller, is even smaller, 
is smaller still, and so on.)

(ii) , where n is a positive integer
The function is a root function. For it is the square root func-
tion , whose domain is and whose graph is the upper half of the 
parabola . [See Figure 13(a).] For other even values of n, the graph of is
similar to that of . For we have the cube root function whose
domain is (recall that every real number has a cube root) and whose graph is shown in
Figure 13(b). The graph of for n odd is similar to that of .
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Σχήμα 6: f(x) = xn, για n = 1, . . . , 5.

Ρητή συνάρτηση ονομάζουμε κάθε συνάρτηση με τύπο

f(x) =
anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0

bmxm + bm−1xm−1 + · · ·+ b1x+ b0

Φυσικά, οι πολυωνυμικές συναρτήσεις είναι παραδείγματα ρητών συναρτήσεων, ενώ οι πιο
απλές ρητές συναρτήσεις που δεν είναι πολυωνυμικές είναι οι δυνάμεις

f(x) = x−n =
1

xn
, με n φυσικό.

Όλες έχουν πεδίο ορισμού το (−∞, 0) ∪ (0,+∞). Στο Σχήμα 7 απεικονίζεται η γραφική πα-
ράσταση της f(x) = 1/x.

1.4 Αλγεβρικές συναρτήσεις

Μια συνάρτηση f θα λέγεται αλγεβρική αν μπορεί να προκύψει χρησιμοποιώντας αλγεβρι-
κές πράξεις (πρόσθεση, αφαίρεση, πολλαπλασιασμό διαίρεση, και εξαγωγή τετραγωνικών
ριζών) έχοντας ξεκινήσει με πολυώνυμα. Προφανώς, κάθε ρητή συνάρτηση είναι αλγεβρική.
Δείτε ακόμα δύο παραδείγματα:

f(x) =
√
x2 + 1, g(x) =

x3 − 8x

x+
√
x
+ (x+ 3) 3

√
x− 1.
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(iii)

The graph of the reciprocal function is shown in Figure 14. Its graph
has the equation , or , and is a hyperbola with the coordinate axes as its
asymptotes. This function arises in physics and chemistry in connection with Boyle’s
Law, which says that, when the temperature is constant, the volume of a gas is
inversely proportional to the pressure :

where C is a constant. Thus the graph of V as a function of P (see Figure 15) has the
same general shape as the right half of Figure 14.

Another instance in which a power function is used to model a physical phenomenon
is discussed in Exercise 26.

RATIONAL FUNCTIONS

A rational function is a ratio of two polynomials:

where and are polynomials. The domain consists of all values of such that .
A simple example of a rational function is the function , whose domain is

; this is the reciprocal function graphed in Figure 14. The function

is a rational function with domain . Its graph is shown in Figure 16.

ALGEBRAIC FUNCTIONS

A function is called an algebraic function if it can be constructed using algebraic oper-
ations (such as addition, subtraction, multiplication, division, and taking roots) starting
with polynomials. Any rational function is automatically an algebraic function. Here are
two more examples:

t!x" !
x 4 ! 16x 2

x " sx " !x ! 2"s3 x " 1f !x" ! sx 2 " 1

f

#x $ x " #2%

f !x" !
2x 4 ! x 2 " 1

x 2 ! 4

#x $ x " 0%
f !x" ! 1&x

Q!x" " 0xQP

f !x" !
P!x"
Q!x"

f

P

V

0
FIGURE 15

Volume as a function of pressure
at constant temperature

V !
C
P

P
V

xy ! 1y ! 1&x
f !x" ! x!1 ! 1&x

a ! !1
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FIGURE 14
The reciprocal function

x
1

y

10

y=∆

FIGURE 16

ƒ= 2x$-≈+1
≈-4

x

20

y

20

Σχήμα 7: f(x) = 1
x
.

1.5 Τριγωνομετρικές συναρτήσεις

Ορισμός 1.5. Η συνάρτηση y = f(x) λέγεται περιοδική αν υπάρχει T > 0 τέτοιο ώστε

f(x± T ) = f(x),

για κάθε x στο πεδίο ορισμού της. Αυτό, φυσικά, προϋποθέτει ότι, αν ο x είναι οποιοδήποτε στοιχείο
του πεδίου ορισμού της f , τότε και οι x ± T είναι στοιχεία του πεδίου ορισμού της. Ένας τέτοιος
αριθμός T ονομάζεται περίοδος της y = f(x).

Οι τριγωνομετρικές συναρτήσεις, που θα περιγράψουμε στη συνέχεια, είναι κλασσικά παρα-
δείγματα περιοδικών συναρτήσεων.
Η συνάρτηση ημίτονο f(x) = sinx, έχει πεδίο ορισμού το R, και σύνολο τιμών το [−1, 1].
Επειδή για κάθε x ∈ R ισχύει

sin(x± 2π) = sinx,

έχουμε ότι είναι περιοδική με περίοδο 2π.
Η συνάρτηση συνημίτονο g(x) = cosx, έχει πεδίο ορισμού τοR, και σύνολο τιμών το [−1, 1].
Eίναι και αυτή περιοδική με περίοδο 2π. (Δείτε στο Σχήμα 8 τις γραφικές τους παραστάσεις.)
Η συνάρτηση εφαπτόμενη με τύπο f(x) = tanx. Έχει πεδίο ορισμού R \ {kπ + π/2}, k ∈ Z.
Το σύνολο τιμών της είναι το R. Είναι περιοδική με περίοδο π.
Η συνάρτηση συνεφαπτόμενη με τύπο g(x) = cotx. Έχει πεδίο ορισμού R \ {kπ}, k ∈ Z. Το
σύνολο τιμών της είναι το R. Είναι περιοδική με περίοδο π. (Δείτε στο Σχήμα 9 τις γραφικές
τους παραστάσεις.)
Συχνά, σε εφαρμογές, χρησιμοποιούνται συναρτήσεις της μορφής

f(x) = A sin(ωx+ ϕ), (1)

όπου ταA,ω, ϕ είναι πραγματικοί αριθμοί μεA,ω ̸= 0. Τέτοιου τύπου συναρτήσεις λέγονται
ημιτονοειδείς. Ο αριθμός |A| ονομάζεται πλάτος της συνάρτησης, και δεν είναι δύσκολο να

7



There are many other trigonometric identities, but those we have stated are the ones
used most often in calculus. If you forget any of them, remember that they can all be
deduced from Equations 12a and 12b.

EXAMPLE 6 Find all values of in the interval such that .

SOLUTION Using the double-angle formula (15a), we rewrite the given equation as

Therefore, there are two possibilities:

The given equation has five solutions: , , , , and . M

GRAPHS OF THE TRIGONOMETRIC FUNCTIONS

The graph of the function , shown in Figure 13(a), is obtained by plotting
points for and then using the periodic nature of the function (from Equa-
tion 11) to complete the graph. Notice that the zeros of the sine function occur at the 

FIGURE 13

y
1

_1
x

π_π
2π

3π
0_π

2
π
2

3π
2

5π
2

(b) ©=cos x

y

1

_1
0 xπ_π 2π 3π

_π
2

π
2

3π
2

5π
2

(a) ƒ=sin x

0 ! x ! 2"
f !x" ! sin x

2"5"#3""#30

 x !  or  x !
"

3
, 

5"

3

 x ! 0, ", 2" or  cos x ! 1
2

 sin x ! 0  or 1 # 2 cos x ! 0

sin x !1 # 2 cos x" ! 0orsin x ! 2 sin x cos x

sin x ! sin 2x$0, 2"%x

 sin x sin y ! 1
2 $cos!x # y" # cos!x $ y"%18c

 cos x cos y ! 1
2 $cos!x $ y" $ cos!x # y"%18b

 sin x cos y ! 1
2 $sin!x $ y" $ sin!x # y"%18a
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Σχήμα 8: Η συνάρτηση ημίτονο (πάνω) και συνημίτονο (κάτω).

integer multiples of , that is,

Because of the identity

(which can be verified using Equation 12a), the graph of cosine is obtained by shifting the
graph of sine by an amount to the left [see Figure 13(b)]. Note that for both the sine
and cosine functions the domain is and the range is the closed interval .
Thus, for all values of , we have

The graphs of the remaining four trigonometric functions are shown in Figure 14 and
their domains are indicated there. Notice that tangent and cotangent have range ,
whereas cosecant and secant have range . All four functions are peri-
odic: tangent and cotangent have period , whereas cosecant and secant have period .

FIGURE 14 (c) y=csc x

y

1

_1

0
xπ

y=sin x

_ π
2

π
2

3π
2

(d) y=sec x

y

0
xπ

_π

_1

1
y=cos x

_ π
2

π
2

3π
2

(a) y=tan x (b) y=cot x

y

0 xπ_π _ π
2

π
2

3π
2

y

1

_1

0
xπ

_π

_ π
2

π
2

3π
2

2!!
!"#, "1" ! #1, #$

!"#, #$

"1 $ cos x $ 1"1 $ sin x $ 1

x
#"1, 1"!"#, #$

!%2

cos x ! sin&x %
!

2 '

whenever x ! n!, n an integersin x ! 0

!
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Σχήμα 9: Η συνάρτηση εφαπτομένη (αριστερά) και συνεφαπτομένη (δεξιά).

ελέγξουμε ότι η f είναι περιοδική συνάρτηση με περίοδο T = 2π/|ω|. Το ϕ λέγεται αρχική
φάση, ενώ ο αριθμός−ϕ/ω λέγεται διαφορά φάσης και δηλώνει πόσο χρειάζεται να μετα-
τοπιστεί οριζόντια η γραφική παράσταση της συνάρτησης y = A sinωx ώστε να συμπέσει
με τη γραφική παράσταση της y = A sin(ωx + ϕ). Επίσης, μπορούμε να υπολογίσουμε ένα
διάστημα στο οποίο οι τιμές της συνάρτησης πραγματοποιούν έναν «κύκλο» λύνοντας την
ανίσωση: 0 ≤ ωx+ ϕ ≤ 2π.
Παράδειγμα. Θεωρήστε τη συνάρτηση f(x) = 3 sin

(
2x+

π

2

)
.

Η συνάρτηση αυτή είναι της μορφής (1) μεA = 3, ω = 2, ϕ = π
2
. Το πλάτος της συνάρτησης

είναι 3, που σημαίνει ότι οι τιμες της συνάρτησης κυμαίνονται από −3 έως 3, και η περίοδός
της είναι ίση με 2π/|ω| = 2π/2 = π.
Για να υπολογίσουμε ένα διάστημα στο οποίο οι τιμές της συνάρτησης πραγματοποιούν έναν

8



«κύκλο» λύνουμε την ανίσωση

0 ≤ 2x+
π

2
≤ 2π ⇔ −π

2
≤ 2x ≤ 3π

2
⇔ −π

4
≤ x ≤ 3π

4

Η γραφική παράσταση της συνάρτησης δίνεται στο Σχήμα 10.
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Figure 11
y

x

y ! 2 cos (3x " p)
2

"2

pu

S O L U T I O N The equation is of the form with ,
, and . Thus, the amplitude is , and the period is

.
By part (2) of the theorem on amplitudes, periods, and phase shifts, the

phase shift and an interval containing one sine wave can be found by solving
the following inequality:

subtract

divide by 2

Thus, the phase shift is , and one sine wave of amplitude 3 occurs on the
interval . Sketching that wave and then repeating it to the right
and left gives us the graph in Figure 10. L

E X A M P L E  9 Finding an amplitude, a period, and a phase shift

Find the amplitude, the period, and the phase shift and sketch the graph of
.

S O L U T I O N The equation has the form with ,
, and . Thus, the amplitude is , and the period is

.
By part (2) of the theorem on amplitudes, periods, and phase shifts, the

phase shift and an interval containing one cycle can be found by solving the
following inequality:

add

divide by 3

Hence, the phase shift is , and one cosine-type cycle (from maximum to
maximum) of amplitude 2 occurs on the interval . Sketching that part
of the graph and then repeating it to the right and left gives us the sketch in
Figure 11.

If we solve the inequality

we obtain the interval , which gives us a cycle between
x-intercepts rather than a cycle between maximums. L

#!6 $ x $ 5#!6

"
#

2
$ 3x " # $

3#

2
instead of 0 $ 3x " # $ 2#,

"#!3, ##
#!3

#

3
$ x $ #

## $ 3x $ 3#

 0 $ 3x " # $ 2#

2#!$ b $ ! 2#!3
$ a $ ! 2c ! "#b ! 3

a ! 2y ! a cos %bx % c&

y ! 2 cos %3x " #&

""#!4, 3#!4#
"#!4

"
#

4
$ x $

3#

4

#

2
"

#

2
$ 2x $

3#

2

 0 $ 2x %
#

2
$ 2#

2#!$ b $ ! 2#!2 ! #
$ a $ ! 3c ! #!2b ! 2

a ! 3y ! a sin %bx % c&

Figure 10
y

x

y ! 3 sin %2x % q&

"p p 2p

"d f
3

"3

Σχήμα 10: Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x) = 3 sin
(
2x+ π

2

)
.

1.6 Αντίστροφη συνάρτηση

Κάποιες φορές, οι δυο μεταβλητές της y = f(x) μπορούν, υπό ορισμένες προϋποθέσεις, να
αλλάξουν ρόλους, δηλαδή η y να είναι η ανεξάρτητη και η x να είναι η εξαρτημένη μετα-
βλητή, δηλαδή η x να είναι συνάρτηση της y. Αυτό, βάσει του ορισμού της συνάρτησης,
προϋποθέτει ότι σε κάθε τιμή της y από το σύνολο τιμών της f αντιστοιχεί μια μοναδική
τιμή της x από το πεδίο ορισμού. Δηλαδή, πρέπει για κάθε τιμή της y από το σύνολο τιμών η
εξίσωση f(x) = y με άγνωστο x να έχει μια μοναδική λύση από το πεδίο ορισμού. Αν αυτή η
προϋπόθεση ισχύει, τότε καθορίζεται μια νέα συνάρτηση που ονομάζεται αντίστροφη συ-
νάρτηση της f , συμβολίζεται f−1 και έχει τύπο

x = f−1(y).

Δηλαδή:
x = f−1(y) ⇔ y = f(x),

για κάθε x στο πεδίο ορισμού και κάθε y στο σύνολο τιμών της f , βλ. το διάγραμμα του
Σχ. 11. Έτσι το πεδίο ορισμού της αρχικής συνάρτησης μετατρέπεται σε σύνολο τιμών της
αντίστροφης και το σύνολο τιμών της αρχικής μετατρέπεται σε πεδίο ορισμού της αντίστρο-
φης συνάρτησης.
Για να μπορούμε να ορίσουμε την αντίστροφη μιας συνάρτησης f θα πρέπει η f να είναι
1–1. Επίσης, η ισοδυναμία «y = f(x) ⇔ x = f−1(y)» μπορεί να αναδιατυπωθεί ως εξής:
το σημείο (x, y) ανήκει στο γράφημα της y = f(x) αν και μόνο αν το σημείο (y, x) ανήκει

9



y = f(x)x

A B

f

f−1

Σχήμα 11: Αντίστροφες συναρτήσεις.

στο γράφημα της x = f−1(y). Όμως τα σημεία (x, y) και (y, x) είναι συμμετρικά ως προς
την κύρια διαγώνιο, δηλαδή την ευθεία y = x, άρα τα γραφήματα μιας συνάρτησης και της
αντίστροφής της είναι συμμετρικά ως προς την κύρια διαγώνιο, βλ. Σχήμα 12.

Thus, the inverse function is given by

L

There is an interesting relationship between the graph of a function f and
the graph of its inverse function . We first note that is equivalent
to . These equations imply that the point is on the graph of f
if and only if the point is on the graph of .

As an illustration, in Example 5 we found that the functions f and
given by

are inverse functions of each other, provided that x is suitably restricted. Some
points on the graph of f are , , , and . Corresponding
points on the graph of are , , , and . The graphs
of f and are sketched on the same coordinate plane in Figure 9. If the page
is folded along the line that bisects quadrants I and III (as indicated by
the dashes in the figure), then the graphs of f and coincide. The two graphs
are reflections of each other through the line , or are symmetric with re-
spect to this line. This is typical of the graph of every function f that has an
inverse function (see Exercise 50).

E X A M P L E  6 The relationship between the graphs of and 

Let . Find the inverse function of f, and sketch the graphs of f
and on the same coordinate plane.

S O L U T I O N The graph of f is sketched in Figure 10. Note that f is an odd
function, and hence the graph is symmetric with respect to the origin.

Guideline 1 Since f is increasing throughout its domain , it is one-to-one
and hence has an inverse function .

Guideline 2 We consider the equation

and solve for x by taking the cube root of each side, obtaining

We now let

Guideline 3 We verify conditions (a) and (b):

(a)

(b)

The graph of that is, the graph of the equation may be ob-
tained by reflecting the graph in Figure 10 through the line , as shown in 
Figure 11. Three points on the graph of are , , and .!8, 2"!1, 1"!0, 0"f !1

y " x
y " 23 x "!f !1

f ! f !1!x"" " f !23 x " " !23 x "3 " x for every x in !

f !1! f !x"" " f !1!x3" " 23 x3 " x for every x in !

f !1! y" " 23 y or, equivalently, f !1!x" " 23 x .

x " y1/3 " 23 y .

y " x3

f !1
!

f !1
f !1f !x" " x3

f !1f

f !1

y " x
f !1

y " x
f !1

!6, 3"!1, 2"!!2, 1"!!3, 0"f !1
!3, 6"!2, 1"!1, !2"!0, !3"

f !x" " x2 ! 3 and f !1!x" " 2x # 3

f !1
f !1!b, a"

!a, b"a " f !1!b"
b " f !a"f !1

f !1!x" " 2x # 3 for x $ !3.
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Figure 9
y

x

l

y " f (x)

y " f !1(x)

Figure 10
y

x

(2, 8)

(1, 1)

y " x3

Figure 11
y

x

(2, 8)

y " x3

y " #x$3

(8, 2)

y " x

Note that the graphs of f and
intersect on the line y " x.f !1

L

Σχήμα 12: Γραφική παράσταση αντίστροφων συναρτήσεων.

Για να υπολογίσουμε την αντίστροφη της συνάρτησης y = f(x) ακολουθούμε τα εξής βή-
ματα:

• Γράφουμε την y = f(x).

• Λύνουμε την εξίσωση αυτή ως προς x (αν αυτό είναι εφικτό).

• Για να εκφράσουμε την f−1 ως συνάρτηση του x, εναλλάσσουμε τα x και y. Η εξίσωση
που θα προκύψει θα είναι η y = f−1(x).

Παράδειγμα. Έστω f : R → R με f(x) = x3 + 2. Η f έχει πεδίο ορισμού το R και σύνολο
τιμών το R. Για να βρούμε την αντίστροφη γράφουμε

y = x3 + 2

και λύνουμε την εξίσωση αυτή ως προς x:

x3 = y − 2 ⇔ x =

{
3
√
y − 2, αν y ≥ 2

− 3
√
2− y, αν y < 2

.
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Τέλος, εναλλάσσουμε τα x και y, και έχουμε

f−1(x) =

{
3
√
x− 2, αν x ≥ 2

− 3
√
2− x, αν x < 2

.

1.7 Η εκθετική και η λογαριθμική συνάρτηση

Για οποιονδήποτε a > 0 η συνάρτηση

f(x) = ax

με πεδίο ορισμού το R ονομάζεται εκθετική συνάρτηση με βάση a. Αν a > 1 ή 0 < a < 1,
τότε το σύνολο τιμών της y = ax είναι το (0,+∞). Επίσης, η εκθετική συνάρτηση είναι
γνησίως αύξουσα, αν a > 1, και γνησίως φθίνουσα, αν 0 < a < 1. Στο Σχήμα 13 φαίνονται
οι γραφικές παραστάσεις της f(x) = ax, για a = 2 (αριστερά), και για a = 1

2
(δεξιά).

An important property of the sine and cosine functions is that they are periodic func-
tions and have period . This means that, for all values of ,

The periodic nature of these functions makes them suitable for modeling repetitive phe-
nomena such as tides, vibrating springs, and sound waves. For instance, in Example 4 in
Section 1.3 we will see that a reasonable model for the number of hours of daylight in
Philadelphia t days after January 1 is given by the function

The tangent function is related to the sine and cosine functions by the equation

and its graph is shown in Figure 19. It is undefined whenever , that is, when
, Its range is . Notice that the tangent function has period :

The remaining three trigonometric functions (cosecant, secant, and cotangent) are 
the reciprocals of the sine, cosine, and tangent functions. Their graphs are shown in
Appendix D.

EXPONENTIAL FUNCTIONS

The exponential functions are the functions of the form , where the base is a
positive constant. The graphs of and are shown in Figure 20. In both
cases the domain is and the range is .

Exponential functions will be studied in detail in Section 1.5, and we will see that they
are useful for modeling many natural phenomena, such as population growth (if )
and radioactive decay (if a ! 1!.

a " 1

FIGURE 20 (a) y=2® (b) y=(0.5)®

y

x

1

10

y

x

1

10

"0, #!"$#, #!
y ! "0.5!xy ! 2x

af "x! ! ax

for all xtan"x % &! ! tan x

&"$#, #!'3&#2, . . . .x ! '&#2
cos x ! 0

tan x !
sin x
cos x

L"t! ! 12 % 2.8 sin$ 2&

365
"t $ 80!%

cos"x % 2&! ! cos xsin"x % 2&! ! sin x

x2&
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FIGURE 19
y=tan x

x

y

π0_π

1

π
 2

3π
 2

π
 2_3π 

2_

Σχήμα 13: Γραφική παράσταση εκθετικών συναρτήσεων.

Η πιο γνωστή εκθετική συνάρτηση (πολλές φορές αναφέρεται ως η εκθετική συνάρτηση)
είναι αυτή που έχει ως βάση τον αριθμό e. Ο αριθμός αυτός ορίζεται ως το όριο της ακολου-
θίας (

1 +
1

n

)n

, n = 1, 2, . . .

δηλαδή, ο αριθμός εκείνος στον οποίο πλησιάζουν οσοδήποτε κοντά οι αριθμοί
(
1 + 1

n

)n,
καθώς το n μεγαλώνει απεριόριστα. Ο αριθμός e είναι άρρητος και μια προσέγγισή του (με
5 σωστά δεκαδικά ψηφία) είναι

e ≈ 2.71828.

Στο Σχήμα 14 βλέπουμε τη γραφική παράσταση των y = 2x, y = ex και y = 3x.
Αν 0 < a < 1 ή a > 1, η f(x) = ax είναι γνησίως μονότονη (άρα και 1–1), οπότε ορίζεται η
αντίστροφή της συνάρτηση. Για να υπολογίσουμε τον τύπο της λύνουμε την xa = y ως προς
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Figure 1

lies between the graphs of and , as shown in Figure 1. Scientific
calculators have an key for approximating values of the natural exponen-
tial function.

A P P L I C A T I O N Continuously Compounded Interest

The compound interest formula is

If we let , then , , and , and we may rewrite
the formula as

For continuously compounded interest we let n (the number of interest periods
per year) increase without bound, denoted by or, equivalently, by

. Using the fact that as , we see that

This result gives us the following formula.

P!"1 !
1
k#k$rt

l P%e&rt " Pert as k l #.

k l #%1 ! '1(k)&k l ek l #
n l #

A " P"1 !
1
k#krt

" P!"1 !
1
k#k$rt

.

nt " krtn " krk " n(r1(k " r(n

A " P"1 !
r
n#nt

.

ex

y " 3xy " 2x

y

x

y " 2x

y " 3x

y " ex
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Continuously Compounded
Interest Formula

where principal
annual interest rate expressed as a decimal
number of years P is invested
amount after t years.A "

t "
r "
P "

A " Pert,

The key can be accessed by
pressing .LN2nd

ex

Σχήμα 14: Γραφική παράσταση των y = 2x, y = ex και y = 3x.

x και βρίσκουμε x = loga y. Αφού εναλλάξουμε τα σύμβολα των μεταβλητών x και y, ο τύπος
της αντίστροφης συνάρτησης είναι

y = loga x.

Την g(x) = loga x, δηλαδή την αντίστροφη της f(x) = ax , την ονομάζουμε λογαριθμική
συνάρτηση με βάση a. Το πεδίο ορισμού της είναι το (0,+∞) και το σύνολο τιμών της το
R. Στο Σχήμα 15 απεικονίζονται οι γραφικές παραστάσεις των y = ax και y = loga x, για
a > 1.

LOGARITHMIC FUNCTIONS

If and , the exponential function is either increasing or decreasing
and so it is one-to-one. It therefore has an inverse function , which is called the logarith-
mic function with base a and is denoted by . If we use the formulation of an inverse
function given by (7.1.3),

then we have 

Thus, if , then is the exponent to which the base must be raised to give .

EXAMPLE 1 Evaluate (a) , (b) , and (c) .

SOLUTION
(a) because

(b) because

(c) because M

The cancellation equations (7.1.4), when applied to and ,
become

The logarithmic function has domain and range and is continuous since it
is the inverse of a continuous function, namely, the exponential function. Its graph is the
reflection of the graph of about the line .

Figure 1 shows the case where . (The most important logarithmic functions have
base .) The fact that is a very rapidly increasing function for is 
reflected in the fact that is a very slowly increasing function for .

Figure 2 shows the graphs of with various values of the base . Since
, the graphs of all logarithmic functions pass through the point .

The following theorem summarizes the properties of logarithmic functions.

THEOREM If , the function is a one-to-one, continuous,
increasing function with domain and range . If , and r is any real
number, then

1.

2.

3. loga!xr " ! r loga x

loga# x
y$ ! loga x ! loga y

loga!xy" ! loga x " loga y

y # 0x!!0, $"
f !x" ! loga xa # 13

!1, 0"loga 1 ! 0
ay ! loga x

x # 1y ! loga x
x # 0y ! axa # 1

a # 1
y ! xy ! ax

!!0, $"loga

 aloga x ! x for every x # 0

 loga!a x" ! x for every x ! !2

f !1!x" ! loga xf !x" ! ax

10!3 ! 0.001log10 0.001 ! !3

251%2 ! 5log25 5 ! 1
2

34 ! 81log3 81 ! 4

log10 0.001log25 5log3 81

xaloga xx # 0

ay ! x&?loga x ! y1

f !y" ! x&?f !1!x" ! y

loga

f !1
f !x" ! axa " 1a # 0

7.3
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0

y=x

y=a®,  a>1

y=loga x,  a>1

FIGURE 1

y

x

FIGURE 2

0

y

1

x1

y=log£ x
y=log™ x

y=log∞ x
y=log¡¸ x

Σχήμα 15: Γραφικές παραστάσεις των y = ax και y = loga x, για a > 1.

Ο λογάριθμος με βάση e λέγεται φυσικός (ή νεπέριος) λογάριθμος, και συμβολίζεται με ln x.
Το γράφημα της y = lnx φαίνεται στο Σχήμα 16. Επίσης, ο λογάριθμος με βάση 10 λέγεται
δεκαδικός λογάριθμος, και συμβολίζεται με logx. Δηλαδή

loge x = lnx και log10 x = logx.
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Change of Base Formula For any positive number , we have

PROOF Let . Then, from , we have . Taking natural logarithms of
both sides of this equation, we get . Therefore

Scientific calculators have a key for natural logarithms, so Formula 7 enables us to use
a calculator to compute a logarithm with any base (as shown in the following example).
Simi larly, Formula 7 allows us to graph any logarithmic function on a graphing calculator
or computer (see Exercises 20–22).

Evaluate correct to six decimal places.

SOLUTION Formula 7 gives

Graph and Growth of the Natural Logarithm
The graphs of the exponential function and its inverse function, the natural loga-
rithm function, are shown in Figure 3. Because the curve crosses the y-axis with a
slope of 1, it follows that the reflected curve crosses the x-axis with a slope of 1.

In common with all other logarithmic functions with base greater than 1, the natural log-
arithm is a continuous, increasing function defined on and the y-axis is a vertical
asymptote.

If we put in , then we have the following limits:

Sketch the graph of the function .

SOLUTION We start with the graph of as given in Figure 3. Using the transforma-
tions of Section 1.3, we shift it 2 units to the right to get the graph of and
then we shift it 1 unit downward to get the graph of . (See Figure 4.) 

a !a ! 1"

loga x "
ln x
ln a

y " loga x ay " x
y ln a " ln x

y "
ln x
ln a

log8 5

log8 5 "
ln 5
ln 8

# 0.773976

y " ex
y " ex

y " ln x

!0, !"

a " e

lim
xl !

ln x " ! lim
xl0"

ln x " #!

y " ln!x # 2" # 1

y " ln x
y " ln!x # 2"

y " ln!x # 2" # 1

7

EXAMPLE 7

4

8

v EXAMPLE 8

1

FIGURE 4

0

y

2 x(3, 0)

x=2

y=ln(x-2)

0

y

x

y=ln x

(1, 0) 0

y

2 x

x=2

(3, _1)

y=ln(x-2)-1

y

1
0

x1

y=x
y=´

y=ln x

FIGURE 3
The graph of y=ln x is the reflection  
of the graph of y=´ about the 
line y=x.
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Σχήμα 16: Γραφική παράσταση της y = lnx.

1.8 Πράξεις και σύνθεση συναρτήσεων

Έστω f, g συναρτήσεις με πεδία ορισμούA καιB, αντίστοιχα. Τότε ορίζουμε τις συναρτήσεις
f + g, f − g, fg και f/g ως εξής:

(f + g)(x) = f(x) + g(x) με πεδίο ορισμού το A ∩ B,

(f − g)(x) = f(x)− g(x) με πεδίο ορισμού το A ∩ B,

(fg)(x) = f(x)g(x) με πεδίο ορισμού το A ∩ B,(
f

g

)
(x) =

f(x)

g(x)
με πεδίο ορισμού το{x ∈ A ∩ B| g(x) ̸= 0}.

Επίσης, ορίζουμε ως σύνθεση των f και g, και συμβολίζουμε g◦f , τη συνάρτηση που ορίζεται
ως

(g ◦ f)(x) = g(f(x)), για κάθε x ∈ A τέτοιο ώστε f(x) ∈ B,

(βλ. το διάγραμμα του Σχ. 17).

y = f(x)x

g(y) = g(f(x))

A B

f

g

g ◦ f

Σχήμα 17: Σύνθεση συναρτήσεων.
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Παράδειγμα. Έστω f : [2,+∞) → [0,+∞) με f(x) =
√
x− 2, και g : R → [0,+∞) με

g(x) = x2. Βρείτε τις g ◦ f και f ◦ g.
Λύση: Το πεδίο ορισμού της g ◦f αποτελείται από τα x που ανήκουν στο πεδίο ορισμού της f
ώστε τα f(x) =

√
x− 2 να ανήκουν στο πεδίο ορισμού της g. Δηλαδή, όλα τα x ∈ [2,+∞) :√

x− 2 ∈ R. Άρα το πεδίο ορισμού της g ◦ f είναι το [2,+∞). Επίσης,

(g ◦ f)(x) = g
(
f(x)

)
= g

(√
x− 2

)
=

(√
x− 2

)2

= |x− 2| = x− 2.

(Η τελευταία ισότητα προκύπτει επειδή x ∈ [2,+∞).)
Ανάλογα, το πεδίο ορισμού της f ◦g αποτελείται από τα x ∈ R : x2 ∈ [2,+∞), δηλαδή είναι
το (−∞,−

√
2] ∪ [

√
2,+∞). Επίσης,

(f ◦ g)(x) = f
(
g(x)

)
= f

(
x2
)
=

√
x2 − 2.

□

1.9 Μετασχηματισμοί συναρτήσεων

Έστω ότι γνωρίζουμε το γράφημα της συνάρτησης y = f(x). Θα δούμε πώς μπορούμε να
σχεδιάσουμε γραφήματα άλλων συναρτήσεων που προκύπτουν από την y = f(x) αν εφαρ-
μόσουμε συγκεκριμένους μετασχηματισμούς. Ας ξεκινήσουμε με τη λεγόμενη μεταφορά.
Έστω ένας αριθμός c > 0. Τότε για να βρούμε το γράφημα της (βλ. Σχήμα 18)

• y = f(x) + c, μεταφέρουμε το γράφημα της y = f(x) κατά c μονάδες προς τα πάνω.

• y = f(x)− c, μεταφέρουμε το γράφημα της y = f(x) κατά c μονάδες προς τα κάτω.

• y = f(x− c), μεταφέρουμε το γράφημα της y = f(x) κατά c μονάδες προς τα δεξιά.

• y = f(x+c), μεταφέρουμε το γράφημα της y = f(x) κατά c μονάδες προς τα αριστερά.

Στη συνέχεια θα παρουσιάσουμε τους λεγόμενους μετασχηματισμούς ανάκλασης και ομοιο-
θεσίας.
Έστω ένας αριθμός c > 1. Τότε για να βρούμε το γράφημα της (βλ. Σχήμα 19)

• y = −f(x), σχεδιάζουμε το συμμετρικό του γραφήματος της y = f(x) ως προς τον
x-άξονα.

• y = f(−x), σχεδιάζουμε το συμμετρικό του γραφήματος της y = f(x) ως προς τον
y-άξονα.

• y = c f(x), «επιμηκύνουμε» το γράφημα της y = f(x) κατακόρυφα κατά ένα συντε-
λεστή c.
(Λέμε ότι το γράφημα της y = c f(x) είναι το κατακόρυφο ομοιόθετο με λόγο c του
γραφήματος της y = f(x).)

14



Now let’s consider the stretching and reflecting transformations. If , then the
graph of is the graph of stretched by a factor of c in the vertical 
direction (because each y-coordinate is multiplied by the same number c). The graph of

is the graph of reflected about the -axis because the point is
replaced by the point . (See Figure 2 and the following chart, where the results of
other stretching, compressing, and reflecting transformations are also given.)

VERTICAL AND HORIZONTAL STRETCHING AND REFLECTING Suppose . To
obtain the graph of

Figure 3 illustrates these stretching transformations when applied to the cosine function
with . For instance, in order to get the graph of we multiply the y-coor-
dinate of each point on the graph of by 2. This means that the graph of 
gets stretched vertically by a factor of 2.

FIGURE 3

x

1
2

y

0

y=cos x
y=cos 2x

y=cos    x1
2

x

1

2

y

0

y=2 cos x
y=cos x

y=    cos x1
2

1

y ! cos xy ! cos x
y ! 2 cos xc ! 2

 y ! f !!x", reflect the graph of y ! f !x" about the y-axis

 y ! !f !x", reflect the graph of y ! f !x" about the x-axis

 y ! f !x#c", stretch the graph of y ! f !x" horizontally by a factor of c

 y ! f !cx", compress the graph of y ! f !x" horizontally by a factor of c

 y ! !1#c" f !x", compress the graph of y ! f !x" vertically by a factor of c

 y ! cf !x", stretch the graph of y ! f !x" vertically by a factor of c

c " 1

!x, !y"
!x, y"xy ! f !x"y ! !f !x"

y ! f !x"y ! cf !x"
c " 1

FIGURE 2
Stretching and reflecting the graph of ƒ

y=   ƒ1
c

x

y

0

y=f(_x)
y=ƒ

y=_ƒ

y=cƒ
(c>1)

FIGURE 1
Translating the graph of ƒ
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0

y=f(x-c)y=f(x+c) y =ƒ

y=ƒ-c

y=ƒ+c

c

c

c c
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Σχήμα 18: Κατακόρυφη και οριζόντια μεταφορά του γραφήματος της y = f(x) για c > 0.

• y = 1
c
f(x), «συμπιέζουμε» το γράφημα της y = f(x) κατακόρυφα κατά ένα συντελε-

στή c.
(Λέμε ότι το γράφημα της y = 1

c
f(x) είναι το κατακόρυφο ομοιόθετο με λόγο 1/c του

γραφήματος της y = f(x).)

• y = f(cx), «συμπιέζουμε» το γράφημα της y = f(x) οριζόντια κατά ένα συντελεστή
c.
(Λέμε ότι το γράφημα της y = f(cx) είναι το οριζόντιο ομοιόθετο με λόγο c του γρα-
φήματος της y = f(x).)

• y = f(x/c), «επιμηκύνουμε» το γράφημα της y = f(x) οριζόντια κατά ένα συντελεστή
c.
(Λέμε ότι το γράφημα της y = f(x/c) είναι το οριζόντιο ομοιόθετο με λόγο 1/c του
γραφήματος της y = f(x).)

Παράδειγμα. Στο Σχήμα 20, αριστερά βλέπουμε το κατακόρυφο ομοιόθετο του γραφήματος
της y = sinx με λόγο c = 2. Δηλαδή για να βρούμε τη γραφική παράσταση της y = 2 sinx
πολλαπλασιάζουμε την τεταγμένη κάθε σημείου του γραφήματος της y = sinx επί 2. Στο δεξί
μέρος του Σχήματος 20 βλέπουμε τη γραφική παράσταση της y = 2 sinx+3, που προκύπτει
μεταφέροντας κατακόρυφα το γράφημα της y = 2 sinx κατά 3.
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Now let’s consider the stretching and reflecting transformations. If , then the
graph of is the graph of stretched by a factor of c in the vertical 
direction (because each y-coordinate is multiplied by the same number c). The graph of

is the graph of reflected about the -axis because the point is
replaced by the point . (See Figure 2 and the following chart, where the results of
other stretching, compressing, and reflecting transformations are also given.)

VERTICAL AND HORIZONTAL STRETCHING AND REFLECTING Suppose . To
obtain the graph of

Figure 3 illustrates these stretching transformations when applied to the cosine function
with . For instance, in order to get the graph of we multiply the y-coor-
dinate of each point on the graph of by 2. This means that the graph of 
gets stretched vertically by a factor of 2.
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Σχήμα 19: Ανάκλαση και ομοιοθεσία του γραφήματος της y = f(x) για c > 1.

6 . 5  T r i g o n o m e t r i c  G r a p h s 401

by 2. This gives us Figure 1, where for comparison we also show the
graph of . The procedure is the same as that for vertically stretching
the graph of a function, discussed in Section 3.5.

As another illustration, if , we multiply y-coordinates of points 
on the graph of by . This multiplication vertically compresses the
graph of by a factor of 2, as illustrated in Figure 2.

The following example illustrates a graph of with a negative.

E X A M P L E  1 Sketching the graph of an equation involving sin x

Sketch the graph of the equation .

S O L U T I O N The graph of sketched in Figure 3 can be ob-
tained by first sketching the graph of (shown in the figure) and then
multiplying y-coordinates by . An alternative method is to reflect the graph
of (see Figure 1) through the x-axis.

Figure 3

L

y

x

y ! sin x

p 3p"p

y ! "2 sin x
2

"2

"1

y ! 2 sin x
"2

y ! sin x
y ! "2 sin x

y ! "2 sin x

y ! a sin x

y ! sin x

1
2y ! sin x
y ! 1

2 sin x

y ! sin x
y ! sin x

Figure 1

y

x

y ! sin x

p 2p 3p

1

"p

y ! 2 sin x
2

"2

"1

Figure 2

y

x

y ! sin x

p 2p 3p

1

"1
"p

y ! q sin x
2
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Figure 9

y

x

y ! 2 sin x

2p"p

y ! 2 sin x # 3
5

3p

p

E X A M P L E  7 Vertically shifting a trigonometric graph

Sketch the graph of .

S O L U T I O N It is important to note that . The graph of
is sketched in red in Figure 9. If we shift this graph vertically up-

ward a distance 3, we obtain the graph of .

Let us next consider the graph of

As before, the amplitude is , and the period is . One cycle occurs if
increases from 0 to . Hence, we can find an interval containing ex-

actly one sine wave by solving the following inequality for x:

subtract c

divide by b

The number is the phase shift associated with the graph. The graph of
may be obtained by shifting the graph of to

the left if the phase shift is negative or to the right if the phase shift is positive.
Analogous results are true for . The next theorem sum-

marizes our discussion.

E X A M P L E  8 Finding an amplitude, a period, and a phase shift

Find the amplitude, the period, and the phase shift and sketch the graph of

y ! 3 sin !2x #
$

2".

y ! a cos #bx # c$

y ! a sin bxy ! a sin #bx # c$
"c%b

"
c
b

% x %
2$

b
"

c
b

"c % bx % 2$ " c

 0 % bx # c % 2$

2$bx # c
2$%& b && a &

y ! a sin #bx # c$.

y ! 2 sin x # 3
y ! 2 sin x

y ! 2 sin #x # 3$

y ! 2 sin x # 3

Theorem on Amplitudes,
Periods, and Phase Shifts

If or for nonzero real numbers a and
b, then

(1) the amplitude is , the period is , and the phase shift is ;

(2) an interval containing exactly one cycle can be found by solving the
inequality

0 % bx # c % 2$.

"
c
b

2$

& b &
& a &

y ! a cos #bx # c$y ! a sin #bx # c$

We will sometimes write
in the equivalent 

form .y ! a sin 'b!x #
c
b"(

y ! a sin #bx # c$

L

Σχήμα 20: Γραφήματα των y = sinx, y = 2 sinx και y = 2 sinx+ 3 .

2 Όρια συναρτήσεων

«Μη αυστηρός» ορισμός του ορίου: Για μιά συνάρτηση f(x) θα γράφουμε

lim
x→ξ

f(x) = L ( ή f(x) → L καθώς x → ξ),

και θα λέμε «το όριο της f(x), καθώς το x τείνει στο ξ, είναι L» ή

«η συνάρτηση f(x) συγκλίνει στο L, καθώς το x τείνει στο ξ»

αν οι τιμές f(x) της συνάρτησής μας πλησιάζουν οσοδήποτε κοντά στο L, για όλα τα
x που βρίσκονται αρκούντως κοντά στο ξ ( αλλά με x ̸= ξ).
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Παρατηρήστε ότι η σχέση x ̸= ξ στον ορισμό, υπονοεί ότι για να βρούμε το όριο της f(x),
καθώς το x τείνει στο ξ, δεν ενδιαφερόμαστε για την τιμή της συνάρτησης για x = ξ. Σε
κάποιες περιπτώσεις μπορεί το ξ να μην ανήκει καν στο πεδίο ορισμού της f . Αυτό που μας
ενδιαφέρει είναι το πώς συμπεριφέρεται η συνάρτηση κοντά στο ξ.
Παράδειγμα. Θεωρήστε τη συνάρτηση f(x) = x2 − x+ 2. Ενδιαφερόμαστε για τη συμπε-
ριφορά της για τιμές του x κοντά στο 2.

66 | | | | CHAPTER 2 LIMITS

THE LIMIT OF A FUNCTION

Having seen in the preceding section how limits arise when we want to find the tangent to
a curve or the velocity of an object, we now turn our attention to limits in general and
numerical and graphical methods for computing them.

Let’s investigate the behavior of the function defined by for val-
ues of near 2. The following table gives values of for values of close to 2, but not
equal to 2.

From the table and the graph of (a parabola) shown in Figure 1 we see that when is
close to 2 (on either side of 2), is close to 4. In fact, it appears that we can make the
values of as close as we like to 4 by taking sufficiently close to 2. We express this
by saying “the limit of the function as approaches 2 is equal to 4.”
The notation for this is

In general, we use the following notation.

DEFINITION We write

and say “the limit of , as approaches , equals ”

if we can make the values of arbitrarily close to (as close to L as we like)
by taking x to be sufficiently close to (on either side of ) but not equal to .

Roughly speaking, this says that the values of tend to get closer and closer to the
number as gets closer and closer to the number (from either side of ) but . 
(A more precise definition will be given in Section 2.4.)

An alternative notation for

is as

which is usually read “ approaches as approaches .”axLf !x"

xl af !x"l L

lim
x l a

 f !x" ! L

x " aaaxL
f !x"

aaa
Lf !x"

Laxf !x"

lim
x l a

 f !x" ! L

1

lim
x l

 

2
 !x 2 ! x " 2" ! 4

xf !x" ! x 2 ! x " 2
xf !x"

f !x"
xf

xf !x"x
f !x" ! x 2 ! x " 2f

2.2

4
ƒ

approaches
4.

x

y

2
As x approaches 2,

y=≈-x+2

0

FIGURE 1

x

3.0 8.000000
2.5 5.750000
2.2 4.640000
2.1 4.310000
2.05 4.152500
2.01 4.030100
2.005 4.015025
2.001 4.003001

f !x"x

1.0 2.000000
1.5 2.750000
1.8 3.440000
1.9 3.710000
1.95 3.852500
1.99 3.970100
1.995 3.985025
1.999 3.997001

f !x"

Σχήμα 21: Η γραφική παράσταση της f(x) = x2 − x+ 2.

Στον ακόλουθο πίνακα παραθέτουμε τις τιμές f(x) καθώς το x πλησιάζει στο 2, από μικρό-
τερες και από μεγαλύτερες τιμές.

x f(x) x f(x)

1.000 2.000000 3.000 8.000000
1.500 2.750000 2.500 5.750000
1.900 3.710000 2.100 4.310000
1.950 3.852500 2.050 4.152500
1.990 3.970100 2.010 4.030100
1.999 3.997001 2.001 4.003001

Τόσο από τις τιμές του πίνακα, όσο και από τη γραφική παράσταση του Σχ. 21, παρατηρούμε
ότι καθώς το x πλησιάζει στο 2, το f(x) τείνει προς τον αριθμό 4, άρα limx→2(x

2−x+2) = 4.
□
Παράδειγμα. Θεωρήστε τις συναρτήσεις

f(x) =
x− 1

x2 − 1
και g(x) =

{
x−1
x2−1

, x ̸= 1

2, x = 1
.
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Notice the phrase “but ” in the definition of limit. This means that in finding the
limit of as approaches , we never consider . In fact, need not even be
defined when . The only thing that matters is how is defined near .

Figure 2 shows the graphs of three functions. Note that in part (c), is not defined
and in part (b), . But in each case, regardless of what happens at , it is true that

.

EXAMPLE 1 Guess the value of .

SOLUTION Notice that the function is not defined when , but
that doesn’t matter because the definition of says that we consider values of

that are close to but not equal to .
The tables at the left give values of (correct to six decimal places) for values of 

that approach 1 (but are not equal to 1). On the basis of the values in the tables, we make
the guess that

M

Example 1 is illustrated by the graph of in Figure 3. Now let’s change slightly by
giving it the value 2 when and calling the resulting function :

This new function still has the same limit as approaches 1. (See Figure 4.)
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FIGURE 2 lim ƒ=L in all three cases
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f "x#x ! aaxf "x#
x " a
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0.5 0.666667
0.9 0.526316
0.99 0.502513
0.999 0.500250
0.9999 0.500025

f "x#x " 1

1.5 0.400000
1.1 0.476190
1.01 0.497512
1.001 0.499750
1.0001 0.499975

f "x#x # 1

Σχήμα 22: Γραφικές παραστάσεις y = f(x) και y = g(x).

Οι γραφικές τους παραστάσεις (για x > −1) δίνονται στο Σχήμα 22. Παρατηρούμε ότι η
πρώτη δεν ορίζεται για x = 1, ενώ για τη δεύτερη έχουμε g(1) = 2. Όμως τόσο οι τιμές της
f , όσο και οι τιμές της g, πλησιάζουν στο 1

2
καθώς το x πλησιάζει οσοδήποτε κοντά θέλουμε

στο 1, άρα limx→1 f(x) = limx→1 g(x) =
1
2
. □

Πλευρικά όρια: Για μιά συνάρτηση f(x) θα λέμε ότι το όριο της f(x), καθώς το x

τείνει στο ξ από τα αριστερά, είναι L, και θα γράφουμε

lim
x→ξ−

f(x) = L,

αν οι τιμές f(x) της συνάρτησής μας πλησιάζουν οσοδήποτε κοντά στο L, για όλα τα
x που βρίσκονται αρκούντως κοντά στο ξ, και είναι μικρότερα του ξ.

Ανάλογα, θα λέμε ότι το όριο της f(x), καθώς το x τείνει στο ξ από τα δεξιά, είναι L,
και θα γράφουμε

lim
x→ξ+

f(x) = L,

αν οι τιμές f(x) της συνάρτησής μας πλησιάζουν οσοδήποτε κοντά στο L, για όλα τα
x που βρίσκονται αρκούντως κοντά στο ξ, και είναι μεγαλύτερα του ξ.

Παράδειγμα. Θεωρήστε τη συνάρτηση Heaviside με τύπο

H(x) =

{
0, x < 0

1, x ≥ 0
.

Η γραφική της παράσταση δίνεται στο Σχήμα 23 και παρατηρούμε ότι:

• καθώς το x πλησιάζει στο 0 από δεξιά (από θετικές τιμές), H(x) → 1, ενώ

• καθώς το x πλησιάζει στο 0 από αριστερά (από αρνητικές τιμές), H(x) → 0.
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Σχήμα 23: Γραφική παράσταση της συνάρτησης Heaviside y = H(x).

Ισχύει η ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 2.1. To limx→ξ f(x) = L αν και μόνον αν υπάρχουν τα πλευρικά όρια limx→ξ− f(x)

και limx→ξ+ f(x) και είναι ίσα με L.

Παράδειγμα. Θεωρήστε τη συνάρτηση f(x) = 1
x2 . Στον πίνακα που ακολουθεί υπολογί-

ζουμε μερικές τιμές της, καθώς το x πλησιάζει προς το 0.

x ±1 ±0.5 ±0.1 ±0.01 ±0.001

f(x) 1 4 100 10 000 1 000 000

(f) This time the left and right limits are the same and so, by (3), we have

Despite this fact, notice that M

INFINITE LIMITS

EXAMPLE 8 Find if it exists.

SOLUTION As becomes close to 0, also becomes close to 0, and becomes very
large. (See the table in the margin.) In fact, it appears from the graph of the function

shown in Figure 11 that the values of can be made arbitrarily large by
taking close enough to 0. Thus the values of do not approach a number, so

does not exist. M

To indicate the kind of behavior exhibited in Example 8, we use the notation

| This does not mean that we are regarding as a number. Nor does it mean that the limit
exists. It simply expresses the particular way in which the limit does not exist: can be
made as large as we like by taking close enough to 0.

In general, we write symbolically

to indicate that the values of tend to become larger and larger (or “increase without
bound”) as becomes closer and closer to .

DEFINITION Let be a function defined on both sides of , except possibly at
itself. Then

means that the values of can be made arbitrarily large (as large as we please)
by taking sufficiently close to , but not equal to a.

Another notation for is

as

Again the symbol is not a number, but the expression is often read as

“the limit of , as approaches , is infinity”

or “ becomes infinite as approaches ”

or “ increases without bound as approaches ”

This definition is illustrated graphically in Figure 12.
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1
x 2 ! !

lim x l 0 !1#x 2 "
f !x"x
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72 | | | | CHAPTER 2 LIMITS

x

"1 1
"0.5 4
"0.2 25
"0.1 100
"0.05 400
"0.01 10,000
"0.001 1,000,000

1
x2

FIGURE 11  

y=

0

y

x

1
≈

x    a

FIGURE 12
lim ƒ=`

x

y

x=a

y=ƒ

a0

Σχήμα 24: Γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x) = 1
x2 .

Τόσο από τον πίνακα των τιμών της f(x), όσο και από τη γραφική της παράσταση (βλ.
Σχήμα 24), διαπιστώνουμε ότι καθώς το x → 0, τότε και το x2 → 0, ενώ το 1/x2 παίρνει θετι-
κές τιμές που ολοένα και μεγαλώνουν. Επομένως οι τιμές της f(x) δεν προσεγγίζουν κάποιο
συγκεκριμένο αριθμό καθώς το x πλησιάζει προς το 0, άρα το limx→0 f(x) δεν υπάρχει. □
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Για να περιγράψουμε τη συγκεκριμένη αυτή συμπεριφορά της συνάρτησης του προηγουμέ-
νου παραδείγματος χρησιμοποιούμε το συμβολισμό

lim
x→0

1

x2
= +∞.

Με το συμβολισμό αυτό δεν εννοούμε ότι το όριο υπάρχει, ούτε θεωρούμε το +∞ ως έναν
αριθμό, αλλά απλά εκφράζουμε τον τρόπο με τον οποίο το όριο αυτό δεν υπάρχει: το 1/x2

γίνεται οσοδήποτε μεγάλο καθώς το x πλησιάζει προς το 0.

Έστω f μια συνάρτηση που ορίζεται σε ένα διάστημα που περιέχει το ξ (χωρίς να
ορίζεται κατ’ ανάγκην στο ίδιο το ξ). Τότε, με το συμβολισμό

lim
x→ξ

f(x) = +∞,

εννοούμε ότι οι τιμές της f(x) μπορεί να γίνουν οσοδήποτε μεγάλες, καθώς το x πλη-
σιάζει αρκούντως κοντά στο ξ, αλλά με x ̸= ξ.

Ανάλογα, με το συμβολισμό
lim
x→ξ

f(x) = −∞,

εννοούμε ότι οι τιμές της f(x) μπορεί να γίνουν οσοδήποτε μεγάλες αρνητικές, καθώς
το x πλησιάζει αρκούντως κοντά στο ξ, αλλά με x ̸= ξ.

Ανάλογοι ορισμοί μπορούν να διατυπωθούν και για τα πλευρικά όρια:

lim
x→ξ−

f(x) = +∞ lim
x→ξ+

f(x) = +∞

lim
x→ξ−

f(x) = −∞ lim
x→ξ+

f(x) = −∞

Λέμε ότι η ευθεία x = ξ είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της καμπύλης y = f(x) αν
ισχύει τουλάχιστον ένα από τα ακόλουθα:

lim
x→ξ

f(x) = +∞ lim
x→ξ−

f(x) = +∞ lim
x→ξ+

f(x) = +∞

lim
x→ξ

f(x) = −∞ lim
x→ξ−

f(x) = −∞ lim
x→ξ+

f(x) = −∞

Παράδειγμα. Θεωρούμε τη συνάρτηση f(x) = x
x−2

, και θέλουμε να υπολογίσουμε τα όρια

lim
x→2+

x

x− 2
και lim

x→2−

x

x− 2
.

Αν το x πλησιάζει το 2 από τιμές μεγαλύτερες του 2, τότε ο παρονομαστής είναι ένας πολύ
μικρός θετικός αριθμός, ενώ ο αριθμητής πλησιάζει στο 2. Επομένως, το πηλίκο θα είναι ενας
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μεγάλος θετικός αριθμός. Άρα διαισθητικά περιμένουμε

lim
x→2+

x

x− 2
= +∞.

Ανάλογα, αν το x πλησιάζει το 2 από τιμές μικρότερες του 2, τότε ο παρονομαστής είναι

−1 0 1 2 3 4 5
−20

−15

−10

−5

0

5

10

15

20

25

x = 2

y = x/(x−2)

x

y

O

Σχήμα 25: Γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x) = x
x−2

.

ένας πολύ μικρός αρνητικός αριθμός, ενώ ο αριθμητής είναι θετικός και πλησιάζει και πάλι
στο 2. Επομένως, το πηλίκο θα είναι ενας μεγάλος κατ’ απόλυτη τιμή, αρνητικός αριθμός.
Άρα

lim
x→2−

x

x− 2
= −∞.

Στο Σχήμα 25 δίνεται η γραφική παράσταση της y = x
x−2

, και η ευθεία x = 2 είναι κατακό-
ρυφη ασύμπτωτη. □

Έστω f μια συνάρτηση ορισμένη στο διάστημα (a,+∞). Τότε

lim
x→+∞

f(x) = L,

αν οι τιμές της f(x) πλησιάζουν οσοδήποτε κοντά θέλουμε στο L καθώς το x παίρνει
ολοένα και μεγαλύτερες θετικές τιμές.

Ανάλογα,
lim

x→−∞
f(x) = L,

αν οι τιμές της f(x) πλησιάζουν οσοδήποτε κοντά θέλουμε στο L καθώς το x παίρνει
ολοένα και μεγαλύτερες κατ’ απόλυτη τιμή, αρνητικές τιμές.

Αν συμβαίνει ένα από τα παραπάνω, τότε η ευθεία y = L λέγεται οριζόντια ασύμ-
πτωτη της καμπύλης y = f(x).
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Παράδειγμα. Θεωρούμε τη συνάρτηση f(x) = x2−1
x2+1

, και θέλουμε να υπολογίσουμε τα όρια

lim
x→+∞

x2 − 1

x2 + 1
και lim

x→−∞

x2 − 1

x2 + 1
.

−5 0 5

−3

−2

−1

0

1

2

3

y = 1

y = (x2 − 1)/(x2 + 1)

Σχήμα 26: Γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x) = x2−1
x2+1

.

Στο Σχήμα 26 βλέπουμε τη γραφική παράσταση της y = f(x). Παρατηρούμε ότι καθώς οι
τιμές του x μεγαλώνουν, οι τιμές του f(x) πλησιάζουν ολοένα και κοντύτερα στο 1. Το ίδιο
συμβαίνει και καθώς το x παίρνει ολοένα και μεγαλύτερες κατ’ απόλυτη τιμή, αρνητικές
τιμές. Άρα

lim
x→+∞

x2 − 1

x2 + 1
= lim

x→−∞

x2 − 1

x2 + 1
= 1,

και η ευθεία y = 1 είναι οριζόντια ασύμπτωτη. □

Ορισμός 2.1. Μία ευθεία l με εξίσωση y = mx + b ονομάζεται (πλάγια) ασύμπτωτη ευθεία στο
+∞ του γραφήματος της f αν

lim
x→+∞

(f(x)−mx− b) = 0.

Ανάλογα, μία ευθεία l με εξίσωση y = mx + b ονομάζεται (πλάγια) ασύμπτωτη ευθεία στο −∞
του γραφήματος της f αν

lim
x→−∞

(f(x)−mx− b) = 0.

2.1 Ιδιότητες των ορίων

Στη συνέχεια θα δούμε μερικά αποτελέσματα σχετικά με πράξεις ανάμεσα σε συναρτήσεις.
Όλα αυτά τα αποτελέσματα θα διατυπώνονται για συντομία με το σύμβολο lim αντί των
limx→ξ ή limx→ξ± ή limx→±∞, όπου θεωρούμε αυτονόητο ότι τα όρια που εμφανίζονται στην
ίδια διατύπωση είναι όλα του ίδιου τύπου.

Πρόταση 2.2.
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• Αν υπάρχει το lim f(x), τότε υπάρχει και το lim(−f(x)) και

lim(−f(x)) = − lim f(x).

• Αν υπάρχουν τα lim f(x), lim g(x), και το lim f(x)±lim g(x) (δηλαδή το άθροισμα/διαφορά
των δυο ορίων) δεν είναι απροσδιόριστη μορφή, τότε υπάρχει και το lim

(
f(x)± g(x)

)
και

lim
(
f(x)± g(x)

)
= lim f(x)± lim g(x).

• Αν υπάρχουν τα lim f(x), lim g(x), και το lim f(x) lim g(x) (δηλαδή το γινόμενο των δυο
ορίων) δεν είναι απροσδιόριστη μορφή, τότε υπάρχει και το lim

(
f(x)g(x)

)
και

lim
(
f(x)g(x)

)
= lim f(x) lim g(x).

• Αν υπάρχει το lim f(x), και το 1/
(
lim f(x)

)
(δηλαδή το αντίστροφο του ορίου) δεν είναι

απροσδιόριστη μορφή (δηλαδή, αν lim f(x) ̸= 0), τότε υπάρχει και το lim 1
f(x)

και

lim 1

f(x)
=

1

lim f(x)
.

Αν lim f(x) = 0, και η y = f(x) είναι θετική κοντά στο όριο του x, τότε lim 1
f(x)

= +∞.

Αν lim f(x) = 0, και η y = f(x) είναι αρνητική κοντά στο όριο του x, τότε lim 1
f(x)

= −∞.

• Αν υπάρχουν τα lim f(x), lim g(x), και το lim f(x)
lim g(x)

(δηλαδή ο λόγος των δυο ορίων) δεν είναι

απροσδιόριστη μορφή, τότε υπάρχει και το lim
(f(x)
g(x)

)
και

lim
(
f(x)

g(x)

)
=

lim f(x)

lim g(x)
.

• Αν υπάρχει το lim f(x), τότε υπάρχει και το lim |f(x)| και

lim |f(x)| = | lim f(x)|.

Υπενθυμίζουμε οτι οι ακόλουθες συμβολικές πράξεις δεν ορίζονται, και χαρακτηρίζο-
νται ως απροσδιόριστες μορφές:

(+∞)−(+∞), (−∞)−(−∞)

(±∞) · 0, 0 · (±∞)
a

0
,

±∞
0

,
±∞
±∞

,
±∞
∓∞

Τέλος, στις ακόλουθες προτάσεις δίνουμε μερικές ακόμα ιδιότητες των ορίων.
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Πρόταση 2.3 (Πολυώνυμα). Αν f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 είναι κάποια
πολυωνυμική συνάρτηση, τότε

lim
x→ξ

f(x) = f(ξ) = anξ
n + an−1ξ

n−1 + · · ·+ a1ξ + a0.

Πρόταση 2.4 (Πηλίκα πολυωνύμων). Αν f(x) και g(x) είναι πολυώνυμα, τότε

lim
x→ξ

f(x)

g(x)
=

f(ξ)

g(ξ)
, υπό την προϋπόθεση ότι g(ξ) ̸= 0.

Πρόταση 2.5. Αν f(x) = g(x) για x ̸= ξ, τότε limx→ξ f(x) = limx→ξ g(x), δεδομένου ότι τα
όρια αυτά υπάρχουν.

Θεώρημα 2.1. Αν ισχύει f(x) ≤ g(x), για x κοντά στο ξ (εκτός ίσως από το ξ), και υπάρχουν
τα όρια των f και g καθώς το x → ξ, τότε

lim
x→ξ

f(x) ≤ lim
x→ξ

g(x).

Θεώρημα 2.2 (Κριτήριο παρεμβολής ή «Θεώρημα Sandwich»). Αν f(x) ≤ g(x) ≤ h(x), όταν
το x είναι κοντά στο ξ (εκτός ίσως από το ξ), υπάρχουν τα όρια των f και h καθώς το x → ξ, και

lim
x→ξ

f(x) = lim
x→ξ

h(x) = L,

τότε
lim
x→ξ

g(x) = L.

Π.χ., στο Σχήμα 27, η συνάρτηση g(x) «συμπιέζεται» μεταξύ των f και h, για τιμές του x

κοντά στο a. Επειδή οι f και h έχουν το ίδιο όριο L για x → a, η g «εξαναγκάζεται» να έχει
το ίδιο όριο L στο a.

SECTION 2.3 CALCULATING LIMITS USING THE LIMIT LAWS | | | | 83

Since for , we have

The right- and left-hand limits are equal. Thus the limit exists and

The graph of is shown in Figure 5. M

EXAMPLE 10 The greatest integer function is defined by the largest integer 
that is less than or equal to . (For instance, , , , , 

) Show that does not exist.

SOLUTION The graph of the greatest integer function is shown in Figure 6. Since 
for , we have

Since for , we have

Because these one-sided limits are not equal, does not exist by Theorem 1. M

The next two theorems give two additional properties of limits. Their proofs can be
found in Appendix F.

THEOREM If when is near (except possibly at ) and the limits
of and both exist as approaches , then

THE SQUEEZE THEOREM If when is near (except 
possibly at ) and

then

The Squeeze Theorem, which is sometimes called the Sandwich Theorem or the Pinch-
ing Theorem, is illustrated by Figure 7. It says that if is squeezed between and

near , and if and have the same limit at , then is forced to have the same
limit at .aL
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FIGURE 7  Σχήμα 27: Γραφική αναπαράσταση του «Θεωρήματος Sandwich».

Η ακόλουθη πρόταση μας δίνει μια μέθοδο για να βρίσκουμε (όταν φυσικά υπάρχουν) τις
πλάγιες ασύμπτωτες ευθείες στο γράφημα μιας συνάρτησης. (Γι ατην απόδειξή της ο ενδια-
φερόμενος αναγνώστης μπορεί να ανατρέξει, π.χ., στις σημειώσεις Απειροστικού Λογισμού
του Μιχ. Παπαδημητράκη, βλ. Βιβλιογραφία.)
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Πρόταση 2.6. (i) Έστω ότι η ευθεία με εξίσωση y = mx+ b είναι ασύμπτωτη ευθεία της συνάρ-
τησης y = f(x) στο +∞. Τότε

lim
x→+∞

f(x)

x
= m και lim

x→+∞
(f(x)−mx) = b.

Αντιστρόφως, αν υπάρχει το limx→+∞
f(x)
x

και είναι αριθμός και ορίσουμε τοm να είναι ίσο με το
όριο αυτό και αν υπάρχει το limx→+∞(f(x) − mx) και είναι αριθμός και ορίσουμε το b να είναι
ίσο με το όριο αυτό, τότε η ευθεία με εξίσωση y = mx+ b είναι ασύμπτωτη ευθεία της συνάρτησης
στο +∞.
(ii) Ισχύουν τα ανάλογα με του (i) για ασύμπτωτη ευθεία στο −∞ και με όρια limx→−∞.

Παράδειγμα. Θεωρούμε την f(x) = x+ 1/x στο σύνολο (−∞, 0) ∪ (0,+∞). Αρχικά υπο-
λογίζουμε το όριο

m = lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞

(
1 +

1

x2

)
= 1,

και στη συνέχεια το όριο

b = lim
x→+∞

(f(x)−mx) = lim
x→+∞

(
x+

1

x
− 1 · x

)
= 0.

Άρα η πλάγια ασύμπτωτη στο +∞ είναι η ευθεία με εξίσωση y = 1x+ 0 = x.

x
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

-6

-4

-2

0

2

4

6

x + 1/x

y = x

Σχήμα 28: Η y = x είναι πλάγια ασύμπτωτη της f(x) = x+ 1/x.

Επίσης,

m = lim
x→−∞

f(x)

x
= lim

x→−∞

(
1 +

1

x2

)
= 1 και b = lim

x→−∞

(
x+

1

x
− 1 · x

)
= 0.

Άρα η πλάγια ασύμπτωτη ευθεία στο−∞ είναι και πάλι η ευθεία με εξίσωση y = 1x+0 = x,
βλ. Σχήμα 28. □
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2.2 Παραδείγματα υπολογισμού ορίων

Παράδειγμα 1. Βρείτε το όριο

lim
x→2

x2 + 2x+ 4

x+ 2
.

Λύση. Η συνάρτηση αυτή είναι πηλίκο δύο πολυωνύμων, και ο παρονομαστής x + 2 δεν
μηδενίζεται όταν x = 2. Επομένως, από την Πρόταση 2.4 έχουμε:

lim
x→2

x2 + 2x+ 4

x+ 2
=

22 + 2 · 2 + 4

2 + 2
=

12

4
= 3.

□
Παράδειγμα 2. Βρείτε το όριο

lim
x→−2

x3 + 8

x+ 2
.

Λύση. Η συνάρτηση αυτή είναι πηλίκο δύο πολυωνύμων, αλλά ο παρονομαστής x + 2 μη-
δενίζεται όταν x = −2. Επίσης, για x = −2 και ο αριθμητής είναι ίσος με μηδέν, άρα αν
αντικαταστήσουμε την τιμή x = −2 οδηγούμαστε στην απροσδιόριστη μορφή 0

0
. Όμως

f(x) =
x3 + 8

x+ 2
=

x3 + 23

x+ 2
=

(x+ 2)(x2 − 2x+ 22)

x+ 2
.

Επομένως, για x ̸= −2, θα έχουμε f(x) = g(x), όπου g(x) = x2 − 2x + 4. Αρα, από την
Πρόταση 2.5 έχουμε:

lim
x→−2

x3 + 8

x+ 2
= lim

x→−2
(x2 − 2x+ 4) = (−2)2 − 2(−2) + 4 = 12.

□
Παράδειγμα 3. Δείξτε ότι

lim
x→0

sinx = 0, lim
x→0

cosx = 1, lim
x→0

sinx
x

= 1,

όπου η γωνία x μετριέται σε rad (ακτίνια).
Λύση. Για να υπολογίσουμε τα όρια αυτά θα χρειαστεί αρχικά να αποδείξουμε δύο πολύ
χρήσιμες ανισώσεις. Καταρχήν

| sinx| ≤ |x|. (2)

Απόδειξη. Αρχικά θα δείξουμε την (2) για 0 < x < π/2. Έστω 0 < x < π/2 και P το σημείο του
τριγωνομετρικού κύκλου που αντιστοιχεί στο x, βλ. Σχ. 29. Φέρνουμε την κάθετη PQ στην οριζόντια
διάμετροA′A, οπότε το τόξοAP έχει μήκος x, και το ευθύγραμμο τμήμαPQ έχει μήκος sinx. Θεωρου-
́με και το συμμετρικό P ′ του P ως προς την A′A, οπότε το μήκος του ευθ. τμήματος PP ′ είναι 2 sinx
και το τόξο PP ′ έχει μήκος 2x. Άρα 0 < 2 sinx < 2x ⇒ 0 < sinx < x και, επομένως, | sinx| ≤ |x|.
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O

sin tan

cos

B(0, 1)

A(1, 0)A′(−1, 0)

B′(0,−1)

x

P ′

M

tanx

sinx

P

Q

Σχήμα 29: Μήκος του PQ < μήκος τόξου AP < μήκος τουMA.

Αν, τώρα, −π
2 < x < 0, τότε 0 < −x < π

2 , οπότε 0 < sin(−x) < −x ⇔ 0 < − sinx < −x και,
επομένως, και πάλι | sinx| ≤ |x|.
Αν x = 0, η ανισότητα ισχύει ως ισότητα 0 = 0.
Τέλος, αν |x| ≥ π/2, τότε | sinx| ≤ 1 < π/2 ≤ |x|. □
Η δεύτερη ανισότητα που θα αποδείξουμε είναι

|x| ≤ | tanx|, για |x| < π

2
. (3)

Απόδειξη. Αν 0 < x < π/2, παίρνουμε στον τριγωνομετρικό κύκλο το σημείο P που αντιστοιχεί στο
x και προεκτείνουμε την OP μέχρι να συναντήσει στο σημείο M τον άξονα των εφαπτομένων (δηλ.
την ευθεία που είναι κάθετη στην οριζόντια διάμετρο A′A στο σημείο A. Τότε το μήκος του τόξου
AP είναι x και το μήκος του ευθ. τμήματος AM είναι tanx. Το εμβαδόν του τριγώνου OAM είναι
ίσο με 1

2 · 1 · tanx και το εμβαδόν του κυκλικού τομέα OAP είναι ίσο με x
2 (διότι το εμβαδόν του

κύκλου είναι ίσο με π, ενώ το εμβαδόν του τομέα είναι αναλογικά ίσο με x
2π · π). Συγκρίνοντας τα

εμβαδά, βλέπουμε ότι 0 < x < tanx, οπότε |x| < | tanx|. Αν −π
2 < x < 0, τότε 0 < −x < π

2 , οπότε
0 < −x < tan(−x) = − tanx, οπότε και πάλι |x| < | tanx|.
Τέλος, αν x = 0, η ανισότητα ισχύει ως ισότητα (0 = 0). □

Από την ανισότητα (2) έχουμε

| sinx| ≤ |x| ⇔ −|x| ≤ sinx ≤ |x|.

Όταν x → 0, τότε ±|x| → 0, οπότε από το Θεώρημα 2.2 (Sandwich) έχουμε ότι και η συνάρ-
τηση sin x συγκλίνει στο 0, καθώς x → 0.
Τώρα, από την γνωστή ταυτότητα cos x = 1 − 2 sin2 x

2
, και επειδή για x → 0 έχουμε ότι

x
2
→ 0, άρα και sin2 x

2
→ 0, συμπεραίνουμε ότι limx→0 cosx = 1.
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Αν συνδυάσουμε τις ανισότητες (2) και (3), βλέπουμε άμεσα ότι για κάθε x ∈ (−π
2
, 0)∪ (0, π

2
)

ισχύει
cosx ≤ sinx

x
≤ 1.

Επειδή limx→0 cosx = 1, από το Θεώρημα 2.2 (Sandwich) έχουμε ότι limx→0
sinx
x

= 1. □
Παράδειγμα 4.

lim
x→0

tanx
x

= lim
x→0

sinx
cosx
x

= lim
x→0

(
sinx
x

1

cosx

)
=

(
lim
x→0

sinx
x

) (
lim
x→0

1

cosx

)
= 1 · 1 = 1.

□
Παράδειγμα 5.

lim
x→0

sin 3x
x

= lim
x→0

3 sin 3x
3x

= 3 lim
x→0

sin 3x
3x

= 3 lim
3x→0

sin 3x
3x

(t=3x)
= 3 lim

t→0

sin t
t

= 3 · 1 = 3.

□
Παράδειγμα 6. Αποδείξτε ότι το limx→0 sin 1

x
δεν υπάρχει.

Λύση. Ας θεωρήσουμε τα σημεία xk =
1
kπ
, όπου k ακέραιος. Φυσικά, καθώς το k παίρνει όλο

και μεγαλύτερες τιμές το xk τείνει προς το 0. Τότε

sin 1

xk

= sin 1
1
kπ

= sin(kπ) = 0.

Ας θεωρήσουμε τώρα τα yk =
1

2kπ±π
2
. Και πάλι καθώς το k παίρνει όλο και μεγαλύτερες τιμές

το yk τείνει προς το 0. Τώρα όμως

sin 1

yk
= sin 1

1
2kπ±π

2

= sin
(
2kπ ± π

2

)
= ±1.

y 

f(x) Vi 

. r-------;; ..... 

FIGURE 2.30 lim Vi 0 in Example 3. x-o+ 

2.4 One-Sided Limits 69 

Squaring both sides of this last inequality gives 

if 0< x < Il. 

If we choose Il = e2 we have 

O<x<Il=E' Yx< e, 

or 

0<x<e2 => IYx-OI <e. 

According to the dermition, this shows that Yx = 0 (Figure 2.30). • 
The functions examined so far have had some kind of limit at each point of interest. In 

general, that need not be the case. 

EXAMPLE 4 Show that y = sin (l/x) has no limit as x approaches zero from either 
side (Figure 2.31). 

y 

Ii I' -1 I v 
FIGURE 2.31 Thefunctiony sin (l/x) has neither aright-
hand nor a left-hand limit as x approaches zero (Example 4). 
The graph here omits values very near the y-ws. 

Solution As x approaches zero, its reciprocal, I/x, grows without hound and the values 
of sin (I/x) cycle repeatedly from -I to 1. There is no single number L that the function's 
values stay increasingly close to as x approaches zero. This is true even if we restrict x to 
positive values or to negative values. The function has neither a right-hand limit nor a left-
hand limit atx = O. • 

Limits Involving (sin 6)/6 
A central fact about (sin 0)/0 is that in radian measure its limit as 0 ..... 0 is 1. We can see 
this in Figure 2.32 and confirm it algebraically using the Sandwich Theorem. You will see 
the importance of this limit in Section 3.5, where instantaneous rates of change of the 
trigonometric functions are studied. 

y 

y sin 6 (radians) 
6 

NOfTOSCAlB 

FIGURE 2.32 The graph ofj(8) (sin8)/8 suggests that the right-
and left-hand limits as 8 approaches 0 are both 1. 

Σχήμα 30: Γραφική παράσταση της f(x) = sin 1
x
.

Δηλαδή, όπως βλέπουμε και από τη γραφική παράσταση του Σχήματος 30, οι τιμές της f(x)
καθώς το x → 0 ταλαντώνονται όλο και ταχύτερα μεταξύ του−1 και του 1, και δεν πλησιά-
ζουν σε κάποιο συγκεκριμένο αριθμό. Άρα το όριο αυτό δεν υπάρχει. □
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Παράδειγμα 7. Αποδείξτε ότι το lim
x→0

x2 sin 1

x
= 0.

Λύση. Καταρχήν, παρατηρήστε ότι δεν μπορούμε να πούμε ότι

lim
x→0

x2 sin 1

x
= lim

x→0
x2 · lim

x→0
sin 1

x
,

μιας και, όπως είδαμε στο Παράδειγμα 6, το δεύτερο όριο δεν υπάρχει. Όμως

−1 ≤ sin 1

x
≤ 1 ⇒ −x2 ≤ x2 sin 1

x
≤ x2.

Προφανώς
lim
x→0

x2 = 0 και lim
x→0

(−x2) = 0,

άρα από το Θεώρημα 2.2 (Sandwich) έχουμε ότι και lim
x→0

x2 sin 1

x
= 0 (βλ. Σχήμα 31).

EXAMPLE 11 Show that .

SOLUTION First note that we cannot use

|

because does not exist (see Example 4 in Section 2.2). However, since 

we have, as illustrated by Figure 8,

We know that 

Taking , , and in the Squeeze Theorem, we
obtain

Mlim
x l 0

 x 2 sin 
1
x

! 0

h!x" ! x 2t!x" ! x 2 sin!1#x"f !x" ! !x 2

lim
xl 0

 !!x 2 " ! 0andlim
xl 0

 x 2 ! 0

!x 2 " x 2 sin 
1
x

" x 2

!1 " sin 
1
x

" 1

lim xl 0 sin!1#x"

lim
x l 0

 x 2 sin 
1
x

! lim
x l 0

 x 2 ! lim
x l 0

sin 
1
x

lim
x l 0

 x 2 sin 
1
x

! 0V

y=≈

y=_≈

0 x

y

FIGURE 8
y=≈ sin(1/x)

(c) (d)

(e) (f)

3–9 Evaluate the limit and justify each step by indicating the
appropriate Limit Law(s).

3. 4.

5. 6.

7.

9.

10. (a) What is wrong with the following equation?

x 2 # x ! 6
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1. Given that

find the limits that exist. If the limit does not exist, explain why.

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

2. The graphs of and t are given. Use them to evaluate each
limit, if it exists. If the limit does not exist, explain why.

(a) (b) lim
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Σχήμα 31: Γραφική παράσταση των y = −x2, y = x2 sin 1
x
(κόκκινη καμπύλη), και y = x2.

3 Αυστηρός ορισμός του ορίου

Οι ορισμοί του ορίου που είδαμε στις προηγούμενες παραγράφους είναι κατάλληλοι για μια
διαισθητική κατανόηση των βασικών εννοιών του Απειροστικού Λογισμού. Παρόλα αυτά
θα πρέπει να καταφύγουμε στον αυστηρό ορισμό του ορίου αν ο στόχος μας είναι η βαθύ-
τερη κατανόηση των εννοιών και η δυνατότητα να αποδεικνύουμε με αυστηρότητα διάφορα
αποτελέσματα.
Σύμφωνα με όσα είπαμε στην Παράγραφο 2, όταν λέμε ότι το όριο της f(x) είναι L καθώς
το x τείνει στο ξ, εννοούμε ότι οι τιμές f(x) της συνάρτησής μας πλησιάζουν οσοδήποτε
κοντά στο L, για όλα τα x που βρίσκονται αρκούντως κοντά στο ξ ( αλλά με x ̸= ξ). Ένας
ακριβέστερος ορισμός βασίζεται στο να προσδιορίσουμε με ακρίβεια πόσο μικρή θα πρέπει
να θεωρήσουμε την απόσταση |x − ξ| έτσι ώστε η απόσταση |f(x) − L| να γίνει μικρότερη
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από κάποιο δεδομένο αριθμό. Θα προσπαθήσουμε ξεκαθαρίσουμε λίγο καλύτερα αυτή την
ιδέα μέσω ενός παραδείγματος.
Παράδειγμα. Θα προσπαθήσουμε με τη βοήθεια μιας γραφικής παράστασης να βρούμε
έναν αριθμό δ τέτοιον ώστε

|(x3 − 3x+ 4)− 6| < 0.1 για κάθε x που ικανοποιεί |x− 2| < δ.

Προφανώς
|(x3 − 3x+ 4)− 6| < 0.1 ⇔ 5.9 < x3 − 3x+ 4 < 6.1.

Επομένως, θέλουμε να προσδιορίσουμε τις τιμές του x για τις οποίες το γράφημα της y =

x3 − 3x+ 4, που απεικονίζεται στο αριστερό μέρος του Σχήματος 32, βρίσκεται μεταξύ των
οριζόντιων ευθειών y = 5.9 και y = 6.1. Για το λόγο αυτό εστιάζουμε («ζουμάρουμε») στα
γραφήματα της y = x3 − 3x+ 4 και των οριζόντιων ευθειών y = 5.9 και y = 6.1 κοντά στο
σημείο (2, 6), όπως βλέπουμε στο δεξιό μέρος του Σχήματος 32. Από το γράφημα αυτό (που
κατασκευάσαμε με τη βοήθεια του MATLAB) μπορούμε να εκτιμήσουμε τις συντεταγμένες
των σημείων τομής της καμπύλης y = x3 − 3x + 4 με τις ευθείες y = 5.9 και y = 6.1.
Βρίσκουμε ότι η τετμημένη του σημείου τομής της καμπύλης y = x3 − 3x + 4 με την ευθεία
y = 5.9 είναι περίπου 1.989, ενώ η τετμημένη του σημείου τομής της καμπύλης y = x3−3x+4

με την ευθεία y = 6.1 είναι περίπου 2.011. (Ακριβέστερα, για x = 1.989 το y ≈ 5.9017, ενώ
για x = 2.011 το y ≈ 6.0977.)
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X: 1.989
Y: 5.9

X: 2.011
Y: 6.1

y = 6.1

y = 5.9

(2,6)

y = x3 - 3x + 4

Σχήμα 32: Αριστερά: Η γραφική παράσταση της f(x) = x3 − 3x + 4. Δεξιά: Η γραφική
παράσταση της y = x3 − 3x + 4 και των ευθειών y = 5.9 και y = 6.1 για τιμές του x κοντά
στο x = 2.

Άρα είναι ασφαλές να πούμε ότι

5.9 < x3 − 3x+ 4 < 6.1 για κάθε x που ικανοποιεί την ανίσωση 1.989 < x < 2.011,
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ή, ισοδύναμα, ότι

|(x3 − 3x+ 4)− 6| < 0.1 για κάθε x που ικανοποιεί |x− 2| < 0.011.

Δηλαδή, για οποιοδήποτε x απέχει από το 2 απόσταση μικρότερη από δ = 0.011, είμαστε σε
θέση να πούμε ότι το f(x) θα απέχει από το 6 απόσταση μικρότερη του 0.1.
Αν επαναλάβουμε την ίδια διαδικασία αντικαθιστώντας τώρα τον αριθμό 0.1 με τον μικρό-
τερο 0.05 θα βρούμε ότι

|(x3 − 3x+ 4)− 6| < 0.05 για κάθε x που ικανοποιεί |x− 2| < 0.0055.

□
Στην πραγματικότητα, αυτό που συμβαίνει στο προηγούμενο παράδειγμα είναι ότι για οποιο-
δήποτε θετικό αριθμό ϵ και αν θεωρήσω, οσοδήποτε μικρός και αν είναι, μπορώ πάντα να βρω
έναν θετικό αριθμό δ έτσι ώστε

|(x3 − 3x+ 4)− 6| < ϵ για κάθε x που ικανοποιεί |x− 2| < δ.

Το γεγονός αυτό υποδεικνύει ότι

lim
x→2

(x3 − 3x+ 4) = 6.

Έτσι οδηγούμαστε στον ακόλουθο «αυστηρό» ορισμό του ορίου:

Ορισμός 3.1. Θα λέμε ότι η y = f(x) συγκλίνει στον L (ή τείνει στον L ή έχει όριο τον L) καθώς
ο x τείνει στον ξ, και θα γράφουμε

lim
x→ξ

f(x) = L,

αν για κάθε ϵ > 0 υπάρχει κάποιος δ > 0 ώστε να ισχύει |f(x)−L| < ϵ για κάθε x που ανήκει στο
πεδίο ορισμού της συνάρτησης και ικανοποιεί την 0 < |x−ξ| < δ.

(Σημειώστε ότι η απαίτηση 0 < |x− ξ| είναι ισοδύναμη με την x ̸= ξ.)
Παράδειγμα. Χρησιμοποιήστε τον Ορισμό 3.1 για να αποδείξετε ότι

lim
x→0

x2 = 0.

Απόδειξη. Έστω ϵ > 0. Σύμφωνα με τον Ορισμό 3.1 για ξ = 0 και L = 0, πρέπει να βρούμε
έναν αριθμό δ > 0 τέτοιον ώστε

|x2 − 0| < ϵ για κάθε x ∈ R που ικανοποιεί 0 < |x− 0| < δ,

ή, ισοδύναμα,

|x2| < ϵ για κάθε x ∈ R που ικανοποιεί 0 < |x| < δ.
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Σχήμα 33: Γραφική αναπαράσταση του Ορισμού 3.1.

Όμως, ισχύει ότι
x2 < ϵ ⇔

√
x2 <

√
ϵ ⇔ |x| <

√
ϵ.

Άρα, αν επιλέξουμε δ =
√
ϵ, τότε προφανώς θα έχουμε ότι

x2 < ϵ ⇔ |x| < δ,

που αποδεικνύει ότι limx→0 x
2 = 0. □

Στο σημείο αυτό σημειώνουμε ότι πολλές φορές δεν είναι καθόλου εύκολο να αποδείξει κα-
νείς τη σύγκλιση μιας συνάρτησης σε κάποιο όριο χρησιμοποιώντας τον Ορισμό 3.1. Για
παράδειγμα, για μια πιο πολύπλοκη συνάρτηση όπως η f(x) = (6x2 − 8x + 9)/(2x2 − 1),
μια τέτοια απόδειξη δεν θα ήταν εύκολη. Ευτυχώς, κάτι τέτοιο δεν είναι απαραίτητο γιατί
μπορούμε χρησιμοποιώντας τον Ορισμό 3.1 να αποδείξουμε τις ιδιότητες των ορίων της Πα-
ραγράφου 2.1 και, στη συνέχεια, να τις χρησιμοποιήσουμε για να υπολογίσουμε τα όρια πο-
λύπλοκων συναρτήσεων χωρίς να καταφεύγουμε κάθε φορά στον ορισμό με τα ϵ και δ.

Στη συνέχεια θα χρησιμοποιήσουμε τον Ορισμό 3.1 για να αποδείξουμε την ακόλουθη πρό-
ταση.

Πρόταση 3.1. Αν τα limx→ξ f(x) = L1 και limx→ξ g(x) = L2 υπάρχουν, τότε υπάρχει και το
limx→ξ

(
f(x) + g(x)

)
και

lim
x→ξ

(
f(x) + g(x)

)
= lim

x→ξ
f(x) + lim

x→ξ
g(x) = L1 + L2.

Απόδειξη. Έστω ϵ > 0. Τότε πρέπει να βρούμε δ > 0 έτσι ώστε

|f(x) + g(x)− (L1 + L2)| < ϵ,

για κάθε x στο πεδίο ορισμού της f + g που ικανοποιεί 0 < |x− ξ| < δ.
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Λόγω της τριγωνικής ανισότητας έχουμε ότι

|f(x) + g(x)− (L1 + L2)| = |f(x)− L1 + g(x)− L2| ≤ |f(x)− L1|+ |g(x)− L2|.

Άρα αν καταφέρουμε να κάνουμε καθέναν από τους όρους |f(x)−L1| και |g(x)−L2| μικρό-
τερο από ϵ/2, τότε θα πετύχουμε |f(x) + g(x)− (L1 + L2)| < ϵ.
Επειδή ϵ/2 > 0 και limx→ξ f(x) = L1 έχουμε ότι υπάρχει ένα δ1 > 0 τέτοιο ώστε

|f(x)− L1| <
ϵ

2
για κάθε x 0 < |x− ξ| < δ1.

Ανάλογα, επειδή limx→ξ g(x) = L2 έχουμε ότι υπάρχει ένα δ2 > 0 τέτοιο ώστε

|g(x)− L2| <
ϵ

2
για κάθε x 0 < |x− ξ| < δ2.

Έστω δ = min{δ1, δ2}, δηλαδή ο μικρότερος από τους αριθμούς δ1 και δ2.
Τότε αν

0 < |x− ξ| < δ

προφανώς θα έχουμε και ότι 0 < |x− ξ| < δ1 και 0 < |x− ξ| < δ2, οπότε

|f(x)− L1| <
ϵ

2
και |g(x)− L2| <

ϵ

2
.

Άρα
|f(x) + g(x)− (L1 + L2)| ≤ |f(x)− L1|+ |g(x)− L2| <

ϵ

2
+

ϵ

2
= ϵ,

οπότε από τον Ορισμό 3.1 έχουμε ότι

lim
x→ξ

(
f(x) + g(x)

)
= L1 + L2.

□
Φυσικά, και οι περιπτώσεις των ορίων μιας συνάρτησης στο άπειρο και των άπειρων ορίων
μπορούν να ορισθούν με αυστηρότητα. Π.χ.,

Ορισμός 3.2. Έστω ότι για κάθε ϵ > 0 υπάρχει κάποιος N > 0 ώστε να ισχύει

|f(x)−L| < ϵ,

για κάθε x στο πεδίο ορισμού της συνάρτησης που ικανοποιεί την x > N . Αυτό το συμβολίζουμε

lim
x→+∞

f(x) = L

και λέμε ότι η y = f(x) συγκλίνει στον L ή τείνει στον L ή έχει όριο τον L καθώς ο x τείνει στο
+∞.
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Σχήμα 34: Γραφική αναπαράσταση του Ορισμού 3.2.

Παράδειγμα. Χρησιμοποιήστε τον Ορισμό 3.2 για να αποδείξετε ότι

lim
x→+∞

1

x
= 0.

Απόδειξη. Έστω ϵ > 0. Σύμφωνα με τον Ορισμό 3.2 αναζητούμε έναν N > 0 τέτοιον ώστε∣∣∣1
x
− 0

∣∣∣ < ϵ για κάθε x > 0 που ικανοποιεί x > N.

(Υποθέτουμε ότι το x > 0 μιας και ενδιαφερόμαστε για το τι συμβαίνει για μεγάλες θετικές
τιμές του x.)
Αφού x > 0 έχουμε∣∣∣1

x
− 0

∣∣∣ = 1

x
< ϵ ⇔ x >

1

ϵ
για κάθε x > 0 που ικανοποιεί x > N.

Άρα, αν επιλέξουμε N = 1/ϵ, τότε προφανώς 1/x < ϵ ⇔ x > N . □

Ορισμός 3.3. Έστω ότι για κάθε M > 0 υπάρχει κάποιος κατάλληλος δ > 0 ώστε, αν 0 <

|x−ξ| < δ και ο x ανήκει στο πεδίο ορισμού της συνάρτησης, τότε θα ισχύει f(x) > M . Αυτό το
συμβολίζουμε

lim
x→ξ

f(x) = +∞

και λέμε ότι η y = f(x) αποκλίνει στο +∞ ή τείνει στο +∞ ή έχει όριο το +∞ καθώς ο x τείνει
στον ξ.

(Για περισσότερες πληροφορίες στην έννοια του ορίου και την αυστηρή θεμελίωσή του, ο εν-
διαφερόμενος αναγνώστης μπορεί π.χ. να ανατρέξει στις σημειώσεις Απειροστικού Λογισμού
του Μιχ. Παπαδημητράκη, βλ. Βιβλιογραφία.)

4 Συνέχεια συναρτήσεων

Ορισμός 4.1. Μια συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα σημείο ξ του πεδίου ορισμού της, αν

lim
x→ξ

f(x) = f(ξ).
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Αυτό σημαίνει ότι η f είναι συνεχής στο ξ αν το f(x) πλησιάζει το f(ξ), καθώς το x πλησιάζει
το ξ. Επομένως, μια συνεχής συνάρτηση f έχει την ιδιότητα «μικρές μεταβολές» του x να
επιφέρουν «μικρές μεταβολές» στο f(x). Απλούστερα: η συνάρτηση είναι συνεχής στο ξ αν
και μόνο αν το γράφημά της δεν «σπάει» στο σημείο (ξ, f(ξ)).
Αν η f ορίζεται σε όλα τα σημεία ενός ανοιχτού διαστήματος που περιέχει το ξ, εκτός ίσως
από το ίδιο το ξ, τότε θα λέμε ότι είναι ασυνεχής στο ξ αν δεν είναι συνεχής στο ξ.
Παράδειγμα 1. Εντοπίστε τα σημεία ασυνέχειας των ακόλουθων συναρτήσεων:

(a) f(x) =
x2 − x− 2

x− 2
(b) f(x) =

{
1
x2 , x ̸= 0

1, x = 0

(c) f(x) =

{
x2−x−2
x−2

, x ̸= 2

1, x = 2
(d) f(x) = [x] (ακέραιο μέρος του x).

Λύση. Οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων φαίνονται στο Σχήμα 35.
(a) Η f δεν ορίζεται στο x = 2, και άρα είναι ασυνεχής στο x = 2.
(b) Εδώ f(0) = 1 αλλά limx→0 f(x) = limx→0

1
x2 = +∞, άρα η f είναι ασυνεχής στο x = 0.

(c) Εδώ f(2) = 1, και

lim
x→2

f(x) = lim
x→2

x2 − x− 2

x− 2
= lim

x→2

(x− 2)(x+ 1)

x− 2
= lim

x→2
(x+ 1) = 3,

οπότε limx→2 f(x) ̸= f(2) και η f είναι ασυνεχής στο x = 2.
(d) Η συνάρτηση ακέραιο μέρος είναι ασυνεχής σε κάθε ακέραιο, αφού το limx→k[x] δεν
υπάρχει αν ο k είναι ακέραιος (μιας και υπάρχουν τα πλευρικά όρια αλλά είναι διαφορετικά).
Το είδος της ασυνέχειας που εμφανίζεται στις περιπτώσεις (a) και (c) χαρακτηρίζεται ως
άρσιμη ασυνέχεια επειδή θα μπορούσαμε να την αποφύγουμε, απλά, ορίζοντας διαφορε-
τικά την f στο σημείο x = 2. Οι ασυνέχειες των περιπτώσεων (b) και (d) χαρακτηρίζονται
ως ασυνέχειες πρώτου είδους. Ειδικότερα, οι ασυνέχειες όπως αυτές της περίπτωσης (d)
χαρακτηρίζονται ως ασυνέχειες άλματος, αφού οι τιμές της συνάρτησης «πηδάνε» από
μια τιμή σε μια άλλη. Τέλος, όταν δεν υπάρχει ένα τουλάχιστον από τα limx→ξ+ f(x) και
limx→ξ− f(x), λέμε ότι η συνάρτηση παρουσιάζει ασυνέχεια δεύτερου είδους ή ουσιώδη
ασυνέχεια στο ξ.
Π.χ. η συνάρτηση

f(x) =

{
sin 1

x
, x > 0

x, x ≤ 0
,

παρουσιάζει ουσιώδη ασυνέχεια στο 0, επειδή δεν υπάρχει το δεξί πλευρικό όριο στο 0 (βλ.
Παράδειγμα 6 στην προηγούμενη ενότητα).

Ορισμός 4.2. Μια συνάρτηση f λέμε ότι είναι συνεχής από δεξιά, σε ένα σημείο ξ του πεδίου
ορισμού της, αν

lim
x→ξ+

f(x) = f(ξ),
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EXAMPLE 2 Where are each of the following functions discontinuous?

(a) (b)

(c) (d)

SOLUTION
(a) Notice that is not defined, so f is discontinuous at 2. Later we’ll see why is
continuous at all other numbers.

(b) Here is defined but

does not exist. (See Example 8 in Section 2.2.) So f is discontinuous at 0.

(c) Here is defined and

exists. But 

so is not continuous at 2.

(d) The greatest integer function has discontinuities at all of the integers
because does not exist if is an integer. (See Example 10 and Exercise 49 in
Section 2.3.) M

Figure 3 shows the graphs of the functions in Example 2. In each case the graph can’t
be drawn without lifting the pen from the paper because a hole or break or jump occurs in
the graph. The kind of discontinuity illustrated in parts (a) and (c) is called removable
because we could remove the discontinuity by redefining at just the single number 2.
[The function is continuous.] The discontinuity in part (b) is called an infi-
nite discontinuity. The discontinuities in part (d) are called jump discontinuities because
the function “jumps” from one value to another.
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FIGURE 3 Graphs of the functions in Example 2
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Σχήμα 35: Γραφική παράσταση των συναρτήσεων του Παραδείγματος 1.

και λέμε ότι είναι συνεχής από αριστερά στο ξ, αν

lim
x→ξ−

f(x) = f(ξ).

Ορισμός 4.3. Μια συνάρτηση f θα λέμε ότι είναι συνεχής σε ένα διάστημα αν είναι συνεχής σε
κάθε σημείο του διαστήματος. (Αν η f ορίζεται μόνο από τη μία πλευρά ενός άκρου του διαστήματος,
τότε με τον όρο συνεχής, εννοούμε συνεχής από δεξιά ή από αριστερά.)

4.1 Ιδιότητες συνεχών συναρτήσεων

Στη συνέχεια διατυπώνουμε ορισμένες προτάσεις χωρίς απόδειξη. (Ο ενδιαφερόμενος ανα-
γνώστης μπορεί να ανατρέξει για τις αποδείξεις σε οποιοδήποτε από τα βιβλία που προτεί-
νονται στη βιβλιογραφία. Οι αποδείξεις αυτές δεν είναι δύσκολες.)

Πρόταση 4.1. Έστω f και g συναρτήσεις συνεχείς στο ξ και λ μια πραγματική σταθερά. Τότε οι
ακόλουθες συναρτήσεις είναι συνεχείς στο ξ:
(1) f ± g, (2) |f |, (3) λf , (4) fg, (5) f

g
, αν g(ξ) ̸= 0.
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Πρόταση 4.2. (α) Κάθε πολυωνυμική συνάρτηση είναι συνεχής σε ολόκληρο το R.
(β) Κάθε ρητή συνάρτηση είναι συνεχής σε κάθε σημείο του πεδίου ορισμού της.
(γ) Οι τριγωνομετρικές συναρτήσεις και οι συναρτήσεις ριζών είναι συνεχείς σε κάθε σημείο του
πεδίου ορισμού τους.
(δ) Η εκθετική και η λογαριθμική συνάρτηση είναι συνεχείς σε κάθε σημείο του πεδίου ορισμού
τους.

Παράδειγμα 2. Σε ποιά διαστήματα είναι συνεχής καθεμιά από τις παρακάτω συναρτήσεις;

1. f(x) = x50 − 3x17 + 6.

2. g(x) = x3−5x+6
x2−4

.

3. h(x) = x+1
x−2

+
√
x+ 2.

Λύση. 1. Η f είναι συνεχής σ’ ολόκληρο το R γιατί είναι πολυωνυμική.
2. Η g είναι ρητή συνάρτηση, άρα είναι συνεχής σε κάθε σημείο του πεδίου ορισμού της. Το
πεδίο ορισμού της g είναι το σύνολο A = {x ∈ R : x2 − 4 ̸= 0} = {x ∈ R : x ̸= ±2}.
Επομένως η g είναι συνεχής στο (−∞,−2) ∪ (−2, 2) ∪ (2,+∞).
3. Μπορούμε να γράψουμε την h ώς άθροισμα δύο συναρτήσεων: h(x) = F (x)+G(x), όπου
F (x) = x+1

x−2
καιG(x) =

√
x+ 2. Η F (x) είναι συνεχής, ως ρητή, σε κάθε πραγματικό αριθμό

εκτός από το 2, στο οποίο μηδενίζεται ο παρονομαστής της. Η G(x) (ως τετραγωνική ρίζα)
είναι συνεχής σε κάθε σημείο του πεδίου ορισμού της, δηλαδή στο σύνολο {x ∈ R : x ≥
−2}. Άρα η h(x) είναι συνεχής στα διαστήματα (−2, 2) ∪ (2,+∞). □

Θεώρημα 4.1. Αν η f είναι συνεχής στο η και limx→ξ g(x) = η, τότε limx→ξ f(g(x)) = f(η).
Με άλλα λόγια,

lim
x→ξ

f
(
g(x)

)
= f

(
lim
x→ξ

g(x)

)
.

Η διαίσθησή μας λέει ότι το Θεώρημα 4.1 είναι ένα λογικό αποτέλεσμα. Αν το x είναι κοντά
στο ξ, τότε το g(x) είναι κοντά στο η, και επειδή η f είναι συνεχής στο η, αναμένουμε ότι το
f(g(x)) θα είναι κοντά στο f(η).

Θεώρημα 4.2. Αν η g είναι συνεχής στο ξ και η f είναι συνεχής στο g(ξ), τότε η σύνθετη συνάρ-
τηση f ◦ g με (f ◦ g)(x) = f

(
g(x)

)
είναι συνεχής στο ξ.

Θεώρημα 4.3 (Θεώρημα μέγιστης–ελάχιστης τιμής). Έστω ότι η y = f(x) είναι συνεχής στο
κλειστό και φραγμένο διάστημα [a, b]. Τότε υπάρχουν x1, x2 στο [a, b] ώστε να ισχύει

f(x1) ≤ f(x) ≤ f(x2)

για κάθε x στο [a, b].
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Σχήμα 36: Το θεώρημα μέγιστης–ελάχιστης τιμής.

Όπως βλέπουμε και στο Σχήμα 36 το γράφημα της συνεχούς συνάρτησης y = f(x) είναι μια
καμπύλη που ενώνει τα σημεία (a, f(a)) και (b, f(b)) του επιπέδου. Είναι, επίσης, φανερό από
το σχήμα του γραφήματος – όποιο κι αν είναι αυτό – ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα σημείο του,
(x1, f(x1)), που βρίσκεται χαμηλότερα από όλα τα άλλα σημεία του γραφήματος, δηλαδή
αποτελεί «πυθμένα», και τουλάχιστον ένα σημείο του, (x2, f(x2)), που βρίσκεται ψηλότερα
από όλα τα άλλα σημεία του γραφήματος, δηλαδή αποτελεί «κορυφή». Αυτό, φυσικά, ση-
μαίνει ότι υπάρχει κάποιος x1 στον οποίο η συνάρτηση έχει ελάχιστη τιμή και κάποιος x2

στον οποίο η συνάρτηση έχει μέγιστη τιμή. Οι αριθμοί αυτοί μπορεί να μην είναι μοναδικοί.
Δηλαδή μπορεί να υπάρχουν περισσότεροι από ένας x1 στους οποίους η συνάρτηση έχει την
(ίδια) ελάχιστη τιμή της και περισσότεροι από ένας x2 στους οποίους η συνάρτηση έχει την
(ίδια) μέγιστη τιμή της.

Θεώρημα 4.4 (Θεώρημα Ενδιάμεσης Τιμής). Έστω ότι η y = f(x) είναι συνεχής στο κλειστό
και φραγμένο διάστημα [a, b]. Τότε κάθε αριθμός c, ο οποίος είναι ανάμεσα στις τιμές f(a) και f(b),
είναι τιμή της συνάρτησης. Δηλαδή για κάθε c με την ιδιότητα f(a) ≤ c ≤ f(b) ή f(b) ≤ c ≤ f(a)

υπάρχει κάποιος ξ στο [a, b] ώστε f(ξ) = c. Με άλλα λόγια, για κάθε τέτοιον c η εξίσωση f(x) = c

έχει (τουλάχιστον μια) λύση ξ στο [a, b].

Ας δούμε την γεωμετρική ερμηνεία του θεωρήματος αυτού (Σχήμα 37). Η ευθεία y = c είναι
παράλληλη προς τον άξονα των x. Τα σημεία (a, f(a)) και (b, f(b)) έχουν ύψη f(a) και f(b),
αντίστοιχα, και άρα θα βρίσκονται το ένα πάνω από την ευθεία y = c και το άλλο κάτω
από την ευθεία αυτή. Επομένως, το γράφημα της συνεχούς συνάρτησης y = f(x), που εί-
ναι μια καμπύλη που ενώνει τα σημεία (a, f(a)) και (b, f(b)), θα «κόβει» την ευθεία y = c

τουλάχιστον σε ένα σημείο.

Τα επόμενα δύο θεωρήματα είναι άμεσες εφαρμογές του Θεωρήματος Ενδιάμεσης Τιμής.
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Σχήμα 37: Το θεώρημα ενδιάμεσης τιμής.

Θεώρημα 4.5 (Bolzano). Έστω ότι η y = f(x) είναι συνεχής στο [a, b]. Αν f(a)f(b) < 0 (δηλαδή
οι τιμές της f στα άκρα του διαστήματος είναι ετερόσημες), τότε υπάρχει τουλάχιστον ένα ρ στο
(a, b) ώστε f(ρ) = 0.

Πράγματι, από την f(a)f(b) < 0 συνεπάγεται f(a) < 0 < f(b) ή f(b) < 0 < f(a) και το
συμπέρασμα είναι άμεση συνέπεια του Θεωρήματος Ενδιάμεσης Τιμής (βλ. Σχήμα 38).

y

a x

f(a)

f(b)

b

y = f(x)

ρ

Σχήμα 38: Το θεώρημα Bolzano.

Θεώρημα 4.6 (Ιδιότητα σταθερού προσήμου). Έστω ότι η y = f(x) είναι συνεχής σε κάποιο
διάστημα I . Αν ισχύει f(x) ̸= 0 για κάθε x στο I , τότε είτε f(x) > 0 για κάθε x στο I , ή f(x) < 0

για κάθε x στο I .
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4.2 Λυμένα παραδείγματα

Παράδειγμα 1. Θεωρήστε τη συνάρτηση

f(x) =

{
cx2 + 2x αν x < 2

x3 − cx αν x ≥ 2

Για ποιά τιμή της σταθεράς c η f(x) είναι συνεχής σε ολόκληρο το R;
Λύση: Για x < 2, f(x) = cx2 + 2x, που είναι συνεχής ως πολυωνυμική. Για x > 2, f(x) =

x3− cx, που επίσης είναι συνεχής ως πολυωνυμική. Επομένως, πρέπει να εξασφαλίσουμε ότι
η f(x) θα είναι συνεχής και στο x = 2. Για να συμβαίνει αυτό θα πρέπει

lim
x→2−

f(x) = lim
x→2+

f(x) = f(2) ⇔ c · 22 + 2 · 2 = 23 − c · 2

⇔ 4c+ 4 = 8− 2c ⇔ 6c = 4 ⇔ c =
2

3
.

□
Παράδειγμα 2. Αποδείξτε ότι η εξίσωση

4x3 − 6x2 + 3x− 2 = 0

έχει τουλάχιστον μία ρίζα μεταξύ του 1 και του 2.
Λύση: Θεωρούμε τη συνάρτηση f(x) = 4x3−6x2+3x−2, που είναι συνεχής ως πολυωνυμική
σε ολόκληρο το R, άρα και στο κλειστό διάστημα [1, 2]. Επίσης,

f(1) = 4 · 13 − 6 · 12 + 3 · 1− 2 = 4− 6 + 3− 2 = −1 < 0,

f(2) = 4 · 23 − 6 · 22 + 3 · 2− 2 = 32− 24 + 6− 2 = 12 > 0.

Άρα η f είναι συνεχής στο κλειστό διάστημα [1, 2] και οι τιμές στα άκρα του διαστήματος
είναι ετερόσημες, επομένως από το Θεώρημα Bolzano 4.5 έχουμε ότι υπάρχει τουλάχιστον
μια ρίζα ρ της εξίσωσης f(x) = 0 στο διάστημα (1, 2). Το γράφημα της f(x) δίνεται στο
Σχήμα 39. □
Παράδειγμα 3. Θεωρήστε τη συνάρτηση f(x) = x3 − x2 + x. Δείξτε ότι υπάρχει ξ τέτοιο
ώστε f(ξ) = 10.
Λύση: Η f(x) = x3 − x2 + x, είναι συνεχής ως πολυωνυμική σε ολόκληρο το R. Επίσης,

f(0) = 0,

f(3) = 33 − 32 + 3 = 27− 9 + 3 = 21.

Άρα το 10 είναι μεταξύ των f(0) και f(3), η f είναι συνεχής στο κλειστό διάστημα [0, 3],
και επομένως από το Θεώρημα Ενδιάμεσης Τιμής 4.4 έχουμε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένας
αριθμός ξ ∈ (0, 3) τέτοιο ώστε f(ξ) = 10. (Δείτε και το Σχήμα 40.) □
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Σχήμα 39: Το γράφημα της y = 4x3 − 6x2 + 3x− 2.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

0

5

10

15

20

x

x3 − x2 + x

y = 10

ξ

Σχήμα 40: Το γράφημα της y = x3 − x2 + x.

Ασκήσεις

1. Βρείτε τα πεδία ορισμού και τα σύνολα τιμών των συναρτήσεων:

(i) f(x) =
√
4− 3x2, (ii) g(x) = 1/(x+ 1),

(iii) h(x) = 1 + sinx, (iv) s(x) = ln(lnx).

2. Ελέγξτε αν οι ακόλουθες συναρτήσεις είναι άρτιες, περιττές, ή ούτε άρτιες ούτε περιτ-
τές.

(i) f(x) = 2x5 − 3x2 + 2.

(ii) f(x) = x3 − 1
x
.

(iii) f(x) = e−x2 .

41



(iv) f(x) = 1 + sinx.

3. Αν f(x) = lnx και g(x) = x2 − 9, βρείτε τις συναρτήσεις f ◦ g, g ◦ f , f ◦ f και
g ◦ g, καθώς και τα πεδία ορισμού τους.

4. Υπολογίστε τα ακόλουθα όρια, αν υπάρχουν.

(i) lim
x→2

x2 + x− 6

x− 2
.

(ii) lim
x→4

x2 + 5x+ 4

x2 + 3x− 4
.

(iii) lim
x→0

(
1

x
− 1

x2 + x

)
.

(iv) lim
x→7

√
x+ 2− 3

x− 7
.

(v) lim
x→−1

x2 + 2x+ 1

x4 − 1
.

(vi) lim
x→4

1
4
+ 1

x

4 + x
.

5. Αποδείξτε ότι limx→0 x
4 cos 2

x
= 0.

6. Αποδείξτε ότι limx→0

√
x3 + x2 sin π

x
= 0.

7. Υπολογίστε τα ακόλουθα όρια, αν υπάρχουν. Αν δεν υπάρχουν, αιτιολογήστε πλήρως
την απάντησή σας.

(i) lim
x→3

(2x+ |x− 3|).

(ii) lim
x→6

2x+ 12

|x+ 6|
.

(iii) lim
x→0−

(
1

x
− 1

|x|

)
.

(iv) lim
x→0+

(
1

x
− 1

|x|

)
.

8. Βρείτε τις οριζόντιες και κατακόρυφες ασύμπτωτες της καμπύλης

y =
x2

x2 − 2x+ 1
.

9. Αιτιολογήστε γιατί οι ακόλουθες συναρτήσεις είναι ασυνεχείς στα δεδομένα σημεία ξ.
Σχεδιάστε τις γραφικές τους παραστάσεις.

(i) f(x) = ln |x− 2| στο ξ = 2.
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(ii) f(x) =

{
1

x−1
, x ̸= 1

2, x = 1
στο ξ = 1.

(iii) f(x) =

{
ex, x < 0

x2, x ≥ 0
στο ξ = 0.

10. Δείξτε ότι οι ακόλουθες συναρτήσεις είναι συνεχείς σ’ ολόκληρο το R.

(i) f(x) =

{
x2, x < 1
√
x, x ≥ 1

.

(ii) f(x) =

{
sinx, x < π/4

cosx, x ≥ π/4
.

11. Χρησιμοποιήστε το Θεώρημα Bolzano για να δείξετε ότι οι ακόλουθες εξισώσεις έχουν
τουλάχιστον μια ρίζα στα δοσμένα διαστήματα.

(i) x4 + x− 3 = 0, στο (1, 2) (ii) x2 =
√
x+ 1, στο (1, 2)

(iii) cos x = x, στο (0, 1) (iv) ln x = e−x, στο (1, 2).

12. Εντοπίστε ένα διάστημα μέσα στο οποίο η εξίσωση ln x = 3− 2x να έχει ρίζα.

Σημείωση: Το παρόν υλικό δεν αποτελεί αυτόνομο διδακτικό υλικό, βασίζεται στην προτει-
νόμενη βιβλιογραφία του μαθήματος, και αποτελεί ένα περίγραμμα των παραδόσεων του μα-
θήματος. Ειδικότερα, αποτελεί υλικό της διδασκαλίας του μαθήματος από το διδάσκοντα και
παρακαλώ να μη χρησιμοποιηθεί, αναπαραχθεί, και διανεμηθεί για άλλο σκοπό. Κάποια από
τα σχήματα του κεφαλαίου αυτού έχουν παρθεί από τα βιβλία που αναφέρονται στη βιβλιο-
γραφία.
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