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Υπενθύμιση: Υπερβολικές συναρτήσεις

Yπερβολικό ημίτονο: sinhx =
ex → e−x

2
.

(Προφανώς sinh 0 = 0 και sinh(→x) = → sinhx.)

Υπερβολικό συνημίτονο: coshx =
ex + e−x

2
.

(Προφανώς cosh 0 = 1 και coshx = cosh(−x).)

Υπερβολική εφαπτομένη: tanhx =
sinhx
coshx

.

(Προφανώς tanh 0 = 0 και tanh(→x) = → tanhx.)The graphs of hyperbolic sine and cosine can be sketched using graphical addition as
in Figures 1 and 2.

Note that has domain and range , while has domain and range .
The graph of is shown in Figure 3. It has the horizontal asymptotes . (See
Exercise 23.)

Some of the mathematical uses of hyperbolic functions will be seen in Chapter 8.
Applications to science and engineering occur whenever an entity such as light, velocity,
electricity, or radioactivity is gradually absorbed or extinguished, for the decay can be rep-
resented by hyperbolic functions. The most famous application is the use of hyperbolic
cosine to describe the shape of a hanging wire. It can be proved that if a heavy flexible
cable (such as a telephone or power line) is suspended between two points at the same
height, then it takes the shape of a curve with equation called a cate-
nary (see Figure 4). (The Latin word catena means “chain.”)

Another application of hyperbolic functions occurs in the description of ocean waves:
The velocity of a water wave with length moving across a body of water with depth is
modeled by the function

where is the acceleration due to gravity. (See Figure 5 and Exercise 49.)
The hyperbolic functions satisfy a number of identities that are similar to well-known

trigonometric identities. We list some of them here and leave most of the proofs to the
exercises.

HYPERBOLIC IDENTITIES
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Idealized ocean wave 
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Υπενθύμιση: Ιδιότητες υπερβολικών συναρτήσεων

• cosh2 x→ sinh2 x = 1.

• sinh 2x = 2 sinhx coshx.

• cosh 2x = (coshx)2 + (sinhx)2.

• sinh(x+ y) = sinhx cosh y + sinh y coshx.

• cosh(x+ y) = coshx cosh y + sinhx sinh y.

Για τις παραγώγους των υπερβολικών συναρτήσεων έχουμε:

(sinhx)′ = coshx, (coshx)′ = sinhx, (tanhx)′ =
1

cosh2 x
.

Τέλος, τα ολοκληρώματά τους είναι:
∫

sinh(ax) dx =
1
a

cosh(ax) + C.
∫

cosh(ax) dx =
1
a

sinh(ax) + C.
∫

tanh(ax) dx =
1
a

ln
(

cosh(ax)
)
+ C.
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Η εξίσωση Laplace

Μία από τις σημαντικότερες ΜΔΕ που εμφανίζονται στα εφαρμοσμένα μαθηματικά είναι η
εξίσωση Laplace:

2D : uxx + uyy = 0,

3D : uxx + uyy + uzz = 0.

Για παράδειγμα, σε ένα διδιάστατο πρόβλημα θερμικής αγωγιμότητας, η θερμοκρασία
u(x, y, t) πρέπει να ικανοποιεί τη διαφορική εξίσωση ut = α2(uxx + uyy), όπου α2 είναι η
θερμική διάχυση. Εάν είμαστε σε στάσιμη κατάσταση, η u είναι συνάρτηση μόνο των x και y
και η χρονική παράγωγος εξαφανίζεται. Στην περίπτωση αυτή αναγόμαστε στη διδιάστατη
εξίσωση Laplace.

Η εξίσωση Laplace εμφανίζεται και σε άλλους κλάδους της μαθηματικής φυσικής. Π.χ., η
συνάρτηση δυναμικού ενός σωματιδίου στον ελεύθερο χώρο που επηρεάζεται μόνο από
βαρυτικές δυνάμεις ικανοποιεί την εξίσωση Laplace, η οποία για τον λόγο αυτό αναφέρεται
συχνά ως εξίσωση δυναμικού.
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Δεδομένου ότι στην εξισωση Laplace δεν υπάρχει χρονική εξάρτηση, δεν υπάρχουν και
αρχικές συνθήκες που πρέπει να ικανοποιούνται από τις λύσεις της. Πρέπει, ωστόσο, να
ικανοποιούνται ορισμένες συνοριακές συνθήκες στο σύνορο της περιοχής στην οποία
πρόκειται να επιλυθεί η ΔΕ.

Η πιο συνηθισμένη συνοριακή συνθήκη είναι όταν η τιμή της u καθορίζεται σε κάθε σημείο

του συνόρου. Σε ορισμένα προβλήματα προσδιορίζεται αντ’ αυτού η τιμή της παραγώγου ή

του ρυθμού μεταβολής της u στην κάθετη διεύθυνση στο σύνορο. Το πρόβλημα της

εύρεσης μιας λύσης της εξίσωσης Laplace που λαμβάνει δεδομένες συνοριακές τιμές είναι

γνωστό ως πρόβλημα Dirichlet. Αν στο σύνορο καθορίζονται οι τιμές της παραγώγου στη

διεύθυνση του εξωτερικού μοναδιαίου κάθετου διανύσματος, το πρόβλημα λέγεται

πρόβλημα Neumann.
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Το πρόβλημα Dirichlet για ορθογώνιο χωρίο

Αναζητούμε u τ.ω.

uxx + uyy = 0, 0 < x < a, 0 < y < b,

u(x, 0) = 0, u(x, b) = 0, 0 < x < a,

u(0, y) = 0, u(a, y) = f(y), 0 ≤ y ≤ b. x

y

a

b

�u = 0

u(x, b) = 0

u(x, 0) = 0

u(a, y) = f(y)u(0, y) = 0

O

Χωρισμός μεταβλητών: Υποθέτουμε ότι u(x, y) = X(x)Y (y).
Αντικαθιστούμε στην εξίσωση Laplace και έχουμε:

X ′′Y +XY ′′ = 0 ⇒ X ′′

X︸︷︷︸
συναρτ. του x

= →Y ′′

Y︸ ︷︷ ︸
συναρτ. του y

= λ (σταθερά διαχωρισμού)

Άρα καταλήγουμε στις ΣΔΕ: X ′′ → λX = 0, 0 < x < a

Y ′′ + λY = 0, 0 < y < b.
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Από τις συνοριακές συνθήκες έχουμε:

u(x, 0) = 0, u(x, b) = 0 ⇒ X(x)Y (0) = X(x)Y (b) = 0 ⇒ Y (0) = Y (b) = 0.

u(0, y) = 0 ⇒ X(0)Y (y) = 0 ⇒ X(0) = 0.

Έτσι, καταλήγουμε στο πρόβλημα ιδιοτιμών:
⎧
⎨

⎩
Y ′′ + λY = 0, 0 < y < b,

Y (0) = Y (b) = 0.

Οι ιδιοτιμές και οι αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις του είναι:

λn =
n2π2

b2
, Yn(y) = sin nπy

b
, n = 1, 2, 3, . . . .

Στη συνέχεια λύνουμε την εξίσωση:

X ′′
n → λnXn = 0 ⇔ X ′′

n →
(nπ

b

)2
Xn = 0.
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Οι λύσεις της είναι:

Xn(x) = k1e
nπx
b + k2e

−nπx
b ή, ισοδύναμα, Xn(x) = k1 cosh nπx

b
+ k2 sinh nπx

b
.

Από τη συνθήκηXn(0) = 0 έχουμε: k1 = 0, άρα (ξεχνώντας τις σταθερές) έχουμε ότι οι
συναρτήσεις:

un(x, y) = sinh nπx
b

sin nπy
b

, n = 1, 2, 3, . . . , (θεμελιώδεις λύσεις)

ικανοποιούν τη ΜΔΕ και τις ομογενείς συνοριακές συνθήκες στις τρεις πλευρές του
ορθογωνίου.

Για να ικανοποιηθεί και η μη ομογενής συνοριακή συνθήκη, u(a, y) = f(y), θα εξετάσουμε
μια υπέρθεση των θεμελιωδών λύσεων με κατάλληλα επιλεγμένους συντελεστές. Έτσι,
υποθέτουμε ότι η u(x, y) έχει τη μορφή

u(x, y) =
∞∑

n=1

cnun(x, y) =
∞∑

n=1

cn sinh nπx
b

sin nπy
b

. (1)
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Από τη συνοριακή συνθήκη u(a, y) = f(y) έχουμε:

u(a, y) =
∞∑

n=1

cn sinh nπa
b

sin nπy
b

= f(y).

Άρα τα cn sinh nπa
b είναι οι συντελεστές της ημιτονικής σειράς Fourier της περιοδικής

επέκτασης της f με περίοδο 2b, δηλ.

cn =
2

b sinh nπa
b

∫ b

0

f(y) sin nπy
b

dy, n = 1, 2, 3, . . . . (2)

Παρατήρηση: Ο n-οστός όρος της λύσης περιέχει τον παράγοντα: sinh nπx
b

sinh nπa
b

.

Για μεγάλα ξ ισχύει η προσέγγιση: sinh ξ ≈ 1
2e

ξ . Άρα για μεγάλα n έχουμε:

sinh nπx
b

sinh nπa
b

≈
1
2e

nπx
b

1
2e

nπa
b

= e−nπ a−x
b , που φθίνει γρήγορα εκτός όταν a→ x ≈ 0.

Άρα αναμένουμε η σειρά να συγκλίνει αρκετά γρήγορα.
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Η εξίσωση Laplace σε δίσκο ακτίνας a

Θεωρούμε την εξίσωση Laplace σε έναν
δίσκο ακτίνας a με συνοριακή συνθήκη
Dirichlet στον κύκλο:

u = f, για x2 + y2 = a2,

όπου f δοσμένη συνάρτηση.

a x

y

r

ω

u(a, ω) = f(ω)

(x, y)

Πολικές συντεταγμένες: x = r cos θ, y = r sin θ.

Η εξίσωση Laplace σε πολικές συντεταγμένες έχει τη μορφή:

urr +
1
r
ur +

1
r2

uθθ = 0.
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Έτσι το πρόβλημά μας σε πολικές συντεταγμένες γράφεται:

urr +
1
r
ur +

1
r2

uθθ = 0, 0 ≤ r < a, 0 ≤ θ < 2π,

u(a, θ) = f(θ), 0 ≤ θ < 2π.

Επιπλέον, επιβάλλουμε περιοδικές συνοριακές συνθήκες

u(r, 0) = u(r, 2π) και uθ(r, 0) = uθ(r, 2π), 0 < r < a (3)

ώστε η λύση u(r, θ) να είναι 2π-περιοδική ως προς θ.

Τέλος, απαιτούμε η u(r, θ) να παραμένει φραγμένη για r ≤ a (κάτι που όπως θα δούμε στη

συνέχεια έχει μεγάλη σημασία).
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Χωρισμός μεταβλητών
Αναζητούμε λύση της μορφής u(r, θ) = R(r)Θ(θ).

Αντικαθιστούμε στην εξίσωση Laplace urr + 1
rur + 1

r2
uθθ = 0 και έχουμε:

R′′Θ+
1
r
R′Θ+

1
r2

RΘ′′ = 0 ⇒ r2
R′′

R
+ r

R′

R
+

Θ′′

Θ
= 0

⇒ r2
R′′

R
+ r

R′

R︸ ︷︷ ︸
συναρτ. του r

= →Θ′′

Θ︸ ︷︷ ︸
συναρτ. του θ

= λ (σταθερά διαχωρισμού)

Άρα καταλήγουμε στις ΣΔΕ: r2R′′ + rR′ → λR = 0, 0 ≤ r < a, (4)

Θ′′ + λΘ = 0, 0 ≤ θ < 2π. (5)

Λόγω των περιοδικών σ.σ. (3) έχουμε ότι: Θ(0) = Θ(2π) και Θ′(0) = Θ′(2π). Έτσι
καταλήγουμε στο περιοδικό πρόβλημα ιδιοτιμών:

⎧
⎪⎨

⎪⎩

Θ′′(θ) + λΘ(θ) = 0, 0 < θ < 2π,

Θ(0) = Θ(2π)

Θ′(0) = Θ′(2π)

(6)
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Επίλυση του περιοδικού προβλήματος ιδιοτιμών (6)

Και πάλι μπορεί να αποδειχθεί ότι λ ∈ R. Οπότε διακρίνουμε τις περιπτώσεις:

(1) Έστω λ = →µ2 < 0, (µ > 0).

Γενική λύση της ΔΕ Θ′′ → µ2Θ = 0:

Θ(θ) = c1e
µθ + c2e

−µθ ⇒ Θ′(θ) = µc1e
µθ → µc2e

−µθ.

Επιπλέον,

! Θ(0) = Θ(2π) ⇒ c1 + c2 = c1e
2µπ + c2e

−2µπ .

! Θ′(0) = Θ′(2π) ⇒ c1µ→ c2µ = c1µe
2µπ → c2µe

−2µπ .

Απαλείφουμε από τη δεύτερη εξίσωση το µ > 0 και προσθέτουμε κατά μέλη, οπότε
c1(1→ e2µπ) = 0 ⇒ c1 = 0.

Άρα και c2(1→ e−2µπ) = 0 ⇒ c2 = 0.

Άρα το πρόβλημα αυτό δεν έχει αρνητικές ιδιοτιμές.
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(2) Έστω λ = 0.

Γενική λύση της ΔΕ Θ′′ = 0: Θ(θ) = c1 + c2θ ⇒ Θ′(θ) = c2.

! Θ(0) = Θ(2π) ⇒ c1 + 0 = c1 + 2πc2 ⇒ c2 = 0.

Άρα Θ(θ) = c1, που ικανοποιεί και την Θ′(0) = Θ′(2π) (= 0).

Επομένως, η τιμή λ = 0 είναι ιδιοτιμή με αντίστοιχη ιδιοσυνάρτηση τη σταθερή
συνάρτηση Θ(θ) = 1.

(3) Έστω λ = µ2 > 0, (µ > 0).

Γενική λύση της ΔΕ Θ′′ + µ2Θ = 0:

Θ(θ) = c1 cos(µθ) + c2 sin(µθ) ⇒ Θ′(θ) = →µc1 sin(µθ) + µc2 cos(µθ).

! Θ(0) = Θ(2π) ⇒ c1 = c1 cos(2µπ) + c2 sin(2µπ) .
! Θ′(0) = Θ′(2π) ⇒ c2µ = →c1µ sin(2µπ) + c2µ cos(2µπ).
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⇔
(
1→ cos(2µπ)

)
c1 → sin(2µπ) c2 = 0

sin(2µπ) c1 +
(
1→ cos(2µπ)

)
c2 = 0

⇔
(

1→ cos(2µπ) → sin(2µπ)
sin(2µπ) 1→ cos(2µπ)

)(
c1

c2

)
=

(
0

0

)
.

Για να έχει το σύστημα μη τετριμμένη λύση θα πρέπει:
∣∣∣∣∣
1→ cos(2µπ) → sin(2µπ)

sin(2µπ) 1→ cos(2µπ)

∣∣∣∣∣ = 0 ⇔
(
1→ cos(2µπ)

)2
+ sin2(2µπ) = 0

⇔ 2→ 2 cos(2µπ) = 0 ⇔ cos(2µπ) = 1 ⇔ 2µπ = 2nπ, n = 1, 2, . . .

⇔ µn = n, n = 1, 2, . . . .

Άρα ιδιοτιμές και αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις:

λn = n2, Θn(θ) = An cos(nθ) +Bn sin(nθ), n = 1, 2, . . . .

Τελικά, το περιοδικό πρόβλημα ιδιοτιμών (6) έχει ιδιοτιμές και αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις:

λn = n2, Θn(θ) = An cos(nθ) +Bn sin(nθ), n = 0, 1, 2, . . . .
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Τώρα η R-εξίσωση (4), για λn = n2 γίνεται: r2R′′ + rR′ → n2R = 0, n = 0, 1, 2, . . ..

Για n = 0:

r2R′′ + rR′ = 0 ⇒ r
(
rR′′ +R′) = 0, ∀r ∈ (0, a) ⇒

(
rR′)′ = 0

∫
dr⇒ rR′ = c (σταθ.) ⇒ R′ =

c
R

∫
dr⇒ R0(r) = c ln r + d, (c, d, σταθ.)

Για n ≥ 1: r2R′′ + rR′ → n2R = 0. Εξίσωση Euler

Έστω R = rs ⇒ R′ = srs−1 ⇒ R′′ = s(s→ 1)rs−2. Τότε

r2R′′ + rR′ → n2R = 0 ⇒ s(s→ 1)rs + srs → n2rs = 0

⇒ (s2 → n2)rs = 0, ∀r ∈ (0, a) ⇒ s2 = n2 ⇒ s = ±n, n = 1, 2, . . .

⇒ Rn(r) = anr
n + bnr

−n, n = 1, 2, . . ..

Τελικά,

u0(r, θ)= R0(r)Θ0(θ) = A0(c ln r + d)

un(r, θ)= Rn(r)Θn(θ) =
(
anr

n + bnr
−n)(An cos(nθ) +Bn sin(nθ)

)
, n = 1, 2, . . .
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Όμως η u ορίζεται στο r = 0 (παραμένει φραγμένη καθώς r ⇒ 0) άρα θα πρέπει

στην u0 να επιλέξουμε c = 0, και

στις un να επιλέξουμε bn = 0, n ≥ 1.

Έτσι καταλήγουμε στη λύση:

u(r, θ) =
α0

2
+

∞∑

n=1

rn(αn cosnθ + βn sinnθ).

Λόγω της σ.σ. u(a, θ) = f(θ) έχουμε:

u(a, θ) =
α0

2
+

∞∑

n=1

an(αn cosnθ + βn sinnθ) = f(θ), 0 ≤ θ < 2π.

Μπορούμε να επεκτείνουμε τη συνάρτηση f έξω από το [0, 2π) έτσι ώστε να είναι περιοδική

με περίοδο 2π και, επομένως, να έχει σειρά Fourier της παραπάνω μορφής. Εφόσον η

επεκταθείσα συνάρτηση έχει περίοδο 2π, μπορούμε να υπολογίσουμε τους συντελεστές

Fourier ολοκληρώνοντας σε οποιαδήποτε περίοδο της συνάρτησης. Είναι βολικό να

χρησιμοποιήσουμε το αρχικό διάστημα (0, 2π), οπότε
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αn=
1

πan

∫ 2π

0

f(φ) cosnφ dφ, n = 0, 1, 2, . . . (7)

βn=
1

πan

∫ 2π

0

f(φ) sinnφ dφ, n = 1, 2, . . . (8)

Άρα

u(r, θ) =
1
2π

∫ 2π

0

f(φ) dφ

+
∞∑

n=1

rn
1

πan

[( ∫ 2π

0

f(φ) cosnφ dφ
)

cosnθ +
(∫ 2π

0

f(φ) sinnφ dφ
)

sinnθ
]

=
1
2π

∫ 2π

0

f(φ) dφ+
1
π

∞∑

n=1

( r
a

)n ∫ 2π

0

f(φ)
(
cosnφ cosnθ + sinnφ sinnθ

)
dφ

=
1
2π

∫ 2π

0

f(φ) dφ+
1
π

∞∑

n=1

( r
a

)n ∫ 2π

0

f(φ)cosn(θ → φ) dφ.
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Επομένως, η λύση του προβλήματος δίνεται από τον τύπο:

u(r, θ) =
1
2π

∫ 2π

0

f(φ)
(
1 + 2

∞∑

n=1

( r
a

)n cosn(θ → φ)
)
dφ. (9)
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Χωρ. μεταβλ. για την εξίσωση Laplace σε άλλα χωρία. (1) «Σφήνα»

Να λυθεί το πρόβλημα συνοριακών τιμών στο
σφηνοειδές χωρίοD του σχήματος:

∆u = urr +
1
r
ur +

1
r2

uθθ = 0, στοD,

u(r, 0) = u(r,β) = 0, 0 < r < α,

∂u
∂r

(α, θ) = f(θ), 0 < θ < β,

όπου f δοσμένη συνάρτηση.

u = 0

ω

u = 0
ur(ω, ε) = f(ε)

ε

Κάνουμε όπως και πριν χωρισμό μεταβλητών υποθέτοντας ότι: u(r, θ) = R(r)Θ(θ),
και καταλήγουμε στις ΣΔΕ:

r2R′′ + rR′ → λR = 0, 0 < r < α, και Θ′′ + λΘ = 0, 0 < θ < β.

Λόγω των ομογενών σ.σ. Dirichlet u(r, 0) = u(r,β) = 0 έχουμε ότι:

R(r)Θ(0) = R(r)Θ(β) = 0 ⇒ Θ(0) = Θ(β) = 0,
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οπότε καταλήγουμε στο γνωστό πρόβλημα ιδιοτιμών:
{

Θ′′(θ) + λΘ(θ) = 0, 0 < θ < β,

Θ(0) = Θ(β) = 0.

Ιδιοτιμές και αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις:

λn =
(nπ
β

)2
, Θn(θ) = sin nπθ

β
, n = 1, 2, . . . .

Η R-εξίσωση γίνεται: r2R′′ + rR′ → λnR = 0. Πριν είδαμε ότι οι λύσεις της είναι της
μορφής:

Rn(r) = anr
√

λn + bnr
−
√

λn = anr
nπ
β + bnr

−nπ
β .

Επειδή η λύση πρέπει να παραμένει φραγμένη καθώς r ⇒ 0, επιλέγουμε bn = 0,

n = 1, 2, . . ..
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Άρα

u(r, θ) =
∞∑

n=1

Anr
nπ
β sin nπθ

β
. (10)

Για να χρησιμοποιήσουμε τη μη ομογενή συνθήκη Neumann ∂u
∂r (α, θ) = f(θ)

παραγωγίζουμε την (10) και έχουμε:

∂u
∂r

(r, θ) =
∞∑

n=1

An
nπ
β

r
nπ
β −1 sin nπθ

β
.

Επομένως
∂u
∂r

(α, θ) = f(θ) ⇒
∞∑

n=1

An
nπ
β

α
nπ
β −1 sin nπθ

β
= f(θ).

Συνεπώς, τα An
nπ
β α

nπ
β −1 υπολογίζονται ως οι συντελεστές της ημιτονικής σειράς Fourier

της f , δηλαδή
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An
nπ
β

α
nπ
β −1 =

2
β

∫ β

0

f(φ) sin nπφ
β

dφ

⇒ An =
2
nπ

α1−nπ
β

∫ β

0

f(φ) sin nπφ
β

dφ. (11)

’Ετσι, τελικά, η λύση του προβλήματος δίνεται από την (10) και οι συντελεστές An δίνονται
από την (11).
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(2) Δακτύλιος

Να λυθεί το πρόβλημα συνοριακών τιμών στον δακτύλιο
D = {(x, y) : 0 < a2 < x2 + y2 < b2}:

∆u = urr +
1
r
ur +

1
r2

uθθ = 0, στοD,

u(a, θ) = g(θ), 0 ≤ θ < 2π,

u(b, θ) = h(θ), 0 ≤ θ < 2π,

όπου g, h δοσμένες συναρτήσεις.

a

b (0, 0)

h(ω)

g(ω)

D

Με χωρισμό μεταβλητών καταλήγουμε και πάλι στις εξισώσεις

r2R′′ + rR′ → λR = 0, a < r < b, και Θ′′ + λΘ = 0, 0 ≤ θ < 2π.
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Ακριβώς όπως και στην περίπτωση του δίσκου, η λύση γράφεται στη μορφή:

u(r, θ) =
1
2

(
C0 +D0 ln r

)
+

∞∑

n=1

(
Cnr

n +Dnr
−n) cosnθ +

(
Anr

n +Bnr
−n) sinnθ.

Εδώ οι λύσεις ln r και r−n δεν αποκλείονται αφού είναι πεπερασμένες για 0 < a < r < b.

Οι συντελεστές προσδιορίζονται από τις σ.σ. u(a, θ) = g(θ) και u(b, θ) = h(θ). (Άσκηση)
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(3) Ένα εξωτερικό πρόβλημα

Να λυθεί το πρόβλημα συνοριακών τιμών στο εξωτερικό του δίσκου:
D = {(x, y) : x2 + y2 > α2}:

∆u = urr +
1
r
ur +

1
r2

uθθ = 0, στοD,

u(α, θ) = h(θ), 0 ≤ θ < 2π,

u φραγμένη καθώς r ⇒ ∞. Συνθήκη ακτινοβολίας

(h δοσμένη συνάρτηση.)

D

ω

u = h(ε)
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Όπως και στην περίπτωση του εσωτερικού προβλήματος στον δίσκο, με χωρισμό
μεταβλητών (u(r, θ) = R(r)Θ(θ)) καταλήγουμε στο περιοδικό πρόβλημα ιδιοτιμών:

⎧
⎪⎨

⎪⎩

Θ′′(θ) + λΘ(θ) = 0, 0 < θ < 2π,

Θ(0) = Θ(2π)

Θ′(0) = Θ′(2π),

που έχει ιδιοτιμές και αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις:

λn = n2, Θn(θ) = An cos(nθ) +Bn sin(nθ), n = 0, 1, 2, . . . ,

και για την R στην εξίσωση του Euler: r2R′′ + rR′ → λnR = 0, n = 0, 1, 2, . . ., που έχει
λύσεις

Για n = 0: R0(r) = c0ln r + d0.

Για n ≥ 1: Rn(r) = cnr
n + dnr

−n, n = 1, 2, . . ..

Τώρα, για να παραμένει η u φραγμένη καθώς r ⇒ ∞, πρέπει c0 = 0 και cn = 0, n ≥ 1.
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Έτσι καταλήγουμε στη λύση:

u(r, θ) =
a0

2
+

∞∑

n=1

r−n(an cosnθ + bn sinnθ).

Λόγω της σ.σ. u(α, θ) = h(θ) έχουμε:

u(α, θ) =
a0

2
+

∞∑

n=1

α−n(an cosnθ + bn sinnθ) = h(θ), 0 ≤ θ < 2π.

Επομένως

an=
αn

π

∫ 2π

0

h(φ) cosnφ dφ, n = 0, 1, 2, . . .

bn=
αn

π

∫ 2π

0

h(φ) sinnφ dφ, n = 1, 2, . . ..
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