
Χωρισμός μεταβλητών – Διάδοση θερμότητας σε
ράβδο

Τμήμα Ναυπηγών Μηχανικών

Δημήτρης Μητσούδης

Δ.Α. Μητσούδης Διαφορικές Εξισώσεις 1 / 25

Χωρισμός μεταβλητών - Εισαγωγή

Οι βασικές μερικές διαφορικές εξισώσεις της διάδοσης θερμότητας, της διάδοσης
κυμάτων, και της θεωρίας δυναμικού, που θα δούμε στη συνέχεια, συνδέονται με τρία
διαφορετικά είδη φυσικών φαινομένων: τη διάχυση, τις ταλαντώσεις και τα ανεξάρτητα από
τον χρόνο (ή στάσιμα) φαινόμενα. Κατά συνέπεια, οι εξισώσεις αυτές έχουν θεμελιώδη
σημασία σε πολλούς κλάδους της φυσικής.

Επιπλέον, έχουν μεγάλη σημασία και από μαθηματική άποψη. Οι ΜΔΕ των οποίων η θεωρία
έχει αναπτυχθεί καλύτερα και οι οποίες έχουν πολλές και σημαντικές εφαρμογές είναι οι
γραμμικές εξισώσεις δεύτερης τάξης. Όλες αυτές οι εξισώσεις μπορούν να ταξινομηθούν
σε μία από τρεις κατηγορίες: παραβολικές, υπερβολικές, και ελλειπτικές. Η εξίσωση
μεταφοράς θερμότητας, η κυματική εξίσωση και η εξίσωση δυναμικού, αντίστοιχα,
αποτελούν τα πρότυπα των κατηγοριών αυτών. Έτσι, η μελέτη των τριών αυτών εξισώσεων
παρέχει πολλές πληροφορίες και για πιο γενικές γραμμικές ΜΔΕ δεύτερης τάξης.

Η μέθοδος του χωρισμού των μεταβλητών είναι η παλαιότερη συστηματική μέθοδος για την

επίλυση ΜΔΕ. Χρησιμοποιήθηκε από τους D’ Alembert, Daniel Bernoulli και Euler περί το 1750

στις έρευνές τους για τα κύματα και τις δονήσεις. Στο μεταξύ έχει βελτιωθεί και γενικευθεί

σημαντικά και παραμένει και σήμερα μια μέθοδος μεγάλης σημασίας και συχνής χρήσης.
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Η εξίσωση της θερμότητας

Θεωρούμε τώρα ένα πρόβλημα διάδοσης θερμότητας σε ευθύγραμμη ράβδο σταθερής
διατομής και ομοιογενούς υλικού. Ο άξονας x επιλέγεται κατά μήκος του άξονα της
ράβδου και έστω x = 0 και x = L τα άκρα της ράβδου. Υποθέτουμε επιπλέον ότι οι
πλευρές της ράβδου είναι τέλεια μονωμένες ώστε να μην έχουμε μεταφορά θερμότητας
δια μέσου αυτών. Επίσης, υποθέτουμε ότι οι διαστάσεις της διατομής είναι τόσο μικρές
ώστε η θερμοκρασία u να μπορεί να θεωρηθεί σταθερή σε κάθε δεδομένη διατομή. Τότε η
u είναι συνάρτηση μόνο της αξονικής συντεταγμένης x και του χρόνου t.

x

x = 0 x = L

u(x, t)
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Η μεταβολή της θερμοκρασίας στη ράβδο διέπεται από την ΜΔΕ:

ut = α2uxx, 0 < x < L, t > 0. (α2 : συντελεστής θερμικής διάχυσης.)

Η σταθερά α2 εξαρτάται μόνο από το υλικό κατασκευής της ράβδου.

Π.χ., χαλκός: α2 = 1.14 +K2

s , γρανίτης: α2 = 0.011 +K2

s .

Βοηθητικές συνθήκες:

Η αρχική κατανομή θερμοκρασίας στη ράβδο είναι γνωστή:

u(x, 0) = f(x), 0 ≤ x ≤ L.

Τα άκρα της ράβδου έχουν γνωστές και σταθερές θερμοκρασίες. (Θερμοκρασία T1

στο άκρο x = 0 και θερμοκρασία T2 στο x = L.) Αρχικά θα θεωρήσουμε την ειδική
περίπτωση ότι η u είναι πάντα μηδενική όταν x = 0 ή x = L:

u(0, t) = 0, u(L, t) = 0, t > 0.
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Πρόβλημα Αρχικών/Συνοριακών Τιμών για την εξίσωση της

θερμότητας
Αναζητούμε u τ.ω.

ut(x, t) = α2uxx(x, t), για κάθε t > 0, x ∈ (0, L)

u(x, 0) = f(x), για κάθε x ∈ [0, L] Αρχική συνθήκη

u(0, t) = u(L, t) = 0, για κάθε t > 0. Συνοριακές συνθήκες Dirichlet

t: χρονική παράμετρος

x: χωρική παράμετρος

x

t

0 L

u(L, t) = 0u(0, t) = 0

ut = ↵2uxx

u(x, 0) = f(x)
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Υποθέτουμε ότι: u(x, t) = X(x)T (t).

Τότε ut = XT ′ (όπου T ′ = dT
dt ) και uxx = X ′′T (όπουX ′′ = d2X

dx2 ).

Αντικαθιστούμε στην εξίσωση της θερμότητας ut = α2uxx και έχουμε:

XT ′ = α2X ′′T.

Διαιρούμε και τα δύο μέλη με α2XT και παίρνουμε:

1
α2

T ′

T︸ ︷︷ ︸
συναρτ. του t

=
X ′′

X︸︷︷︸
συναρτ. του x

= −λ (σταθερά διαχωρισμού)

Άρα καταλήγουμε στις ΣΔΕ:

X ′′ + λX = 0, 0 < x < L

T ′ + α2λT = 0, t > 0.
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Από τις συνορ. συνθήκες έχουμε:




u(0, t) = X(0)T (t) = 0

u(L, t) = X(L)T (t) = 0
, ισχύουν για κάθε t ⇒ X(0) = 0 και X(L) = 0.

Επομένως, καταλήγουμε στο πρόβλημα συνοριακών τιμών δύο σημείων:




X ′′ + λX = 0, 0 < x < L

X(0) = X(L) = 0

Για το πρόβλημα αυτό είδαμε ότι οι ιδιοτιμές και οι αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις του
δίνονται από τους τύπους:

λn =
n2π2

L2
, Xn(x) = bBM nπx

L
, n = 1, 2, 3, . . . .

Στη συνέχεια λύνουμε την εξίσωση:

T ′
n + α2λnTn = 0 ⇒ T ′

n

Tn
= −α2λn ⇒ Tn(t) = c e−α2λnt, n = 1, 2, 3, . . ..
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Άρα ξεχνώντας τις σταθερές έχουμε ότι οι συναρτήσεις:

un(x, t) = e−α2λntXn(x) = e−
n2π2α2

L2 t bBM nπx
L

, n = 1, 2, 3, . . . ,

που συχνά ονομάζονται θεμελιώδεις λύσεις, ικανοποιούν τόσο την εξίσωση της
θερμότητας όσο και τις συνοριακές συνθήκες.

Αρκετές φορές λύσαμε ΠΑΤ χρησιμοποιώντας την αρχή της υπέρθεσης, δηλαδή
σχηματίσαμε έναν γραμμικό συνδυασμό ενός συνόλου θεμελιωδών λύσεων της ΔΕ και στη
συνέχεια επιλέξαμε τους συντελεστές ώστε να ικανοποιούνται οι αρχικές συνθήκες. Το
ανάλογο βήμα στο παρόν πρόβλημα είναι να σχηματίσουμε έναν γραμμικό συνδυασμό των
άπειρων συναρτήσεων un και στη συνέχεια να επιλέξουμε τους συντελεστές έτσι ώστε να
ικανοποιείται η αρχική συνθήκη. Έτσι υποθέτουμε ότι

u(x, t) =
∞∑

n=1

cnun(x, t) =
∞∑

n=1

cne
−n2π2α2

L2 t bBM nπx
L

. (1)

Υποθέτουμε ότι η σειρά συγκλίνει.
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Για να ικανοποιείται η αρχική συνθήκη πρέπει:

u(x, 0) =
∞∑

n=1

cn bBM nπx
L

= f(x).

Άρα τα cn είναι οι συντελεστές της ημιτονικής σειράς Fourier της αρχικής κατανομής
θερμοκρασίας f(x). Επομένως

cn =
2
L

∫ L

0

f(x) bBM nπx
L

dx. (2)

Συνεπώς η λύση του προβλήματος διάδοσης θερμότητας δίνεται από τη σειρά (1) με τους

συντελεστές να υπολογίζονται από την (2).
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Παρατηρήσεις

Τονίζουμε ότι, σε αυτό το στάδιο, η λύση (1) έχει προκύψει με τυπικούς (formal)
υπολογισμούς. Δηλαδή δεν έχουμε θεμελιώσει αυστηρά όλα τα βήματα που
εμπλέκουν την έννοια του ορίου. Παρόλα αυτά, από τη στιγμή που βρήκαμε την
έκφραση (1) είναι δυνατόν να δείξουμε ότι:

! στο διάστημα 0 < x < L, t > 0, συγκλίνει σε μια συνεχή συνάρτηση,
! οι παράγωγοι uxx και ut μπορούν να υπολογιστούν παραγωγίζοντας τη σειρά

στην (1) όρο προς όρο,
! ικανοποιείται η εξίσωση της θερμότητας.

Όλα αυτά βασίζονται με ουσιαστικό τρόπο στο γεγονός ότι κάθε όρος της σειράς στην
(1) περιέχει έναν αρνητικό εκθετικό παράγοντα που επιτρέπει στη σειρά να συγκλίνει
σχετικά γρήγορα. Ένα περαιτέρω επιχείρημα αποδεικνύει ότι η συνάρτηση u που
δίνεται από την εξίσωση (1) ικανοποιεί επίσης τις συνοριακές και αρχικές συνθήκες -
αυτό ολοκληρώνει την αιτιολόγηση της τυπικής λύσης.
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Είναι ενδιαφέρον ότι παρόλο που η f ικανοποιεί τις συνθήκες του θεωρήματος
σύγκλισης Fourier, μπορεί να έχει σημεία ασυνέχειας. Στην περίπτωση αυτή, η αρχική
κατανομή θερμοκρασίας u(x, 0) = f(x) μπορεί να είναι ασυνεχής σε ένα ή
περισσότερα σημεία. Παρόλα αυτά, η λύση u(x, t) είναι συνεχής για αυθαίρετα μικρές
τιμές του t > 0. Αυτό υποδηλώνει ότι η μετάδοση θερμότητας είναι μια διαδικασία με
διάχυση που εξομαλύνει αμέσως τις ασυνέχειες που μπορεί να υπάρχουν στην αρχική
κατανομή θερμοκρασίας.

Τέλος, εφόσον η f είναι φραγμένη, από την εξίσωση (2) προκύπτει άμεσα ότι οι
συντελεστές cn είναι επίσης φραγμένοι. Συνεπώς, η παρουσία του αρνητικού
εκθετικού παράγοντα σε κάθε όρο της σειράς στην (1) εγγυάται ότι
HBKr→∞ u(x, t) = 0, για όλα τα x ανεξάρτητα από την αρχική συνθήκη. Αυτό είναι
συμβατό με τη φυσική διαίσθηση.
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Παράδειγμα

Να λυθεί το πρόβλημα αρχικών/συνοριακών τιμών:

ut(x, t) = α2uxx(x, t), για κάθε t > 0, x ∈ (0, 50),

u(x, 0) = 20, για κάθε x ∈ [0, 50],

u(0, t) = u(50, t) = 0, για κάθε t > 0.

Σύμφωνα με ότι είδαμε προηγουμένως η λύση δίνεται από τον τύπο:

u(x, t) =
∞∑

n=1

cne
−n2π2α2

502
t bBM nπx

50
,

Λόγω της αρχικής συνθήκης u(x, 0) = 20, έχουμε ότι

∞∑

n=1

cn bBM nπx
50

= 20,

άρα τα cn είναι οι συντελεστές της ημιτονικής σειράς Fourier της σταθερής συνάρτησης

f(x) = 20, οπότε

Δ.Α. Μητσούδης Διαφορικές Εξισώσεις 12 / 25



cn =
2
50

∫ 50

0

20 bBM nπx
50

dx =
4
5

∫ 50

0

bBM nπx
50

dx =
4
5

50
nπ

[
− +Qb nπx

50

]50
0

=
40
nπ

(1− +Qbnπ) = 40
nπ

(
1− (−1)n

)
=

{
80
nπ , n : περιττός
0 , n : άρτιος

Άρα, τελικά, η λύση σε κάθε σημείο x της ρά-
βδου και σε κάθε χρονική στιγμή t δίνεται από
τον τύπο:

u(x, t) =
80
π

∞∑

n=1,3,5,...

1
n
e−

n2π2α2

2500 t bBM nπx
50

.
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FIGURE 10.5.3 Temperature distributions at several times
for the heat conduction problem of Example 1.
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FIGURE 10.5.4 Dependence of temperature on time at several locations
for the heat conduction problem of Example 1.

and 10.5.4 by intersecting the surface in Figure 10.5.5 by planes on which either t or x is con-
stant. The slight waviness in Figure 10.5.5 at t = 0 results from using only a finite number of
terms in the series for u(x, t) and from the slow convergence of the series for t = 0.

A problem with possible practical implications is to determine the time τ at which the
entire bar has cooled to a specified temperature. For example, when is the temperature in
the entire bar no greater than 1◦C? Because of the symmetry of the initial temperature distri-
bution and the boundary conditions, the warmest point in the bar is always the center. Thus τ

is found by solving u(25, t) = 1 for t. Using one term in the series expansion (24), we obtain

τ = 2500
π2

ln(80/π) ∼= 820 s.

Τα αποτελέσματα στο σχήμα είναι για α2 = 1 +K2/b, που αντιστοιχεί σε μια ράβδο από ένα

υλικό του οποίου οι θερμικές ιδιότητες είναι κάπου μεταξύ χαλκού και αλουμινίου. Στο

σχήμα παρουσιάζεται η κατανομή της θερμοκρασίας στη ράβδο σε διάφορες χρονικές

στιγμές. Παρατηρήστε ότι η θερμοκρασία μειώνεται σταθερά καθώς ο χρόνος αυξάνεται.
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Ένα πρόβλημα με πιθανό πρακτικό ενδιαφέρον είναι η εκτίμηση της χρονικής στιγμής τ
κατά την οποίο ολόκληρη η ράβδος θα έχει ψυχθεί σε μια συγκεκριμένη θερμοκρασία.

Π.χ., πότε η θερμοκρασία σε ολόκληρη τη ράβδο θα είναι ≤ 1◦C;

Λόγω της συμμετρίας της κατανομής της αρχικής θερμοκρασίας και των συνοριακών
συνθηκών, το θερμότερο σημείο της ράβδου είναι πάντα το κέντρο. Έτσι, ο χρόνος τ
βρίσκεται επιλύοντας την u(25, τ) = 1 ως προς τ .

Χρησιμοποιώντας έναν όρο (n = 1) στο ανάπτυγμα της σειράς, έχουμε την εκτίμηση:

1 = u(25, τ) =
80
π
e−

π2

2500 τ bBM 25π
50︸ ︷︷ ︸

=1

⇒ e
π2

2500 τ =
80
π

⇒ τ =
2500
π2

HM
(80
π

)
≈ 820 b.
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Συνθήκες Neumann – Ράβδος με μονωμένα άκρα

Ένα ελαφρώς διαφορετικό πρόβλημα εμφανίζεται εάν θεωρήσουμε ότι τα άκρα της ράβδου
είναι μονωμένα, ώστε να μην υπάρχει ροή θερμότητας μέσω αυτών. Ο ρυθμός ροής
θερμότητας σε μια διατομή είναι ανάλογος του ρυθμού μεταβολής της θερμοκρασίας κατά
τη διεύθυνση x. Έτσι, στην περίπτωση που δεν υπάρχει ροή θερμότητας, οι συνοριακές
συνθήκες είναι τύπου Neumann

ux(0, t) = 0, ux(L, t) = 0, t > 0.

Επομένως, τώρα αναζητούμε u τ.ω.

ut(x, t) = α2uxx(x, t), για κάθε t > 0, x ∈ (0, L)

u(x, 0) = f(x), για κάθε x ∈ [0, L] Αρχική συνθήκη

ux(0, t) = ux(L, t) = 0, για κάθε t > 0. Συνοριακές συνθήκες Neumann
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Και το πρόβλημα αυτό μπορεί να λυθεί με τη μέθοδο του χωρισμού μεταβλητών.
Υποθέτουμε ότι: u(x, t) = X(x)T (t).
Αντικαθιστούμε στην εξίσωση της θερμότητας ut = α2uxx και (όπως πριν) βρίσκουμε:

1
α2

T ′

T︸ ︷︷ ︸
συναρτ. του t

=
X ′′

X︸︷︷︸
συναρτ. του x

= −λ (σταθερά διαχωρισμού)

Άρα, και πάλι, καταλήγουμε στις ΣΔΕ: X ′′ + λX = 0, 0 < x < L

T ′′ + α2λT = 0, t > 0.

Από τις συνορ. συνθήκες έχουμε:




ux(0, t) = X ′(0)T (t) = 0

ux(L, t) = X ′(L)T (t) = 0
, ισχύουν για κάθε t ⇒ X ′(0) = 0 και X ′(L) = 0.

Επομένως, καταλήγουμε στο πρόβλημα ιδιοτιμών:




X ′′ + λX = 0, 0 < x < L

X ′(0) = X ′(L) = 0
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Επίλυση του προβλήματος ιδιοτιμών:X ′′ + λX = 0, 0 < x < L, X ′(0) = X ′(L) = 0

Υποθέτουμε ότι λ ∈ R και διακρίνουμε τις περιπτώσεις:

(1) Έστω λ = −µ2 < 0, (µ > 0).

Γενική λύση της ΔΕX ′′ − µ2X = 0:

X(x) = c1e
µx + c2e

−µx ⇒ X ′(x) = µc1e
µx − µc2e

−µx.

Επιπλέον,

! X ′(0) = 0 ⇒ µc1 − µc2 = 0 ⇒ c1 = c2.

! X ′(L) = 0 ⇒ µc1
(
eµL − e−µL

)
= 0.

Επειδή µ > 0 θα πρέπει αναγκαστικά c1 = 0 άρα και c2 = 0.

Άρα το πρόβλημα αυτό δεν έχει αρνητικές ιδιοτιμές.
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(2) Έστω λ = 0.

Γενική λύση της ΔΕX ′′ = 0: X(x) = c1x+ c2 ⇒ X ′(x) = c1.

! X ′(0) = 0 ⇒ c1 = 0.

! X ′(L) = 0 ⇒ c1 = 0.

ΆραX(x) = c2 είναι μη τετριμμένη λύση και, επομένως, η τιμή λ = 0 είναι ιδιοτιμή με
αντίστοιχη ιδιοσυνάρτηση τη σταθερή συνάρτησηX(x) = 1.

(3) Έστω λ = µ2 > 0, (µ > 0).

Γενική λύση της ΔΕX ′′ + µ2X = 0:

X(x) = c1 +Qb(µx) + c2 bBM(µx) ⇒ X ′(x) = −µc1 bBM(µx) + µc2 +Qb(µx).

! X ′(0) = 0 ⇒ µc2 = 0 ⇒ c2 = 0.

! X ′(L) = 0 ⇒ −µc1 bBMµL = 0 ⇒ bBMµL = 0 ⇒ µL = nπ ⇒ µn = nπ
L ,

n = 1, 2, . . ..
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Άρα το πρόβλημα ιδιοτιμών:X ′′ + λX = 0, 0 < x < L, X ′(0) = X ′(L) = 0, έχει
ιδιοτιμές και αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις:

λn =
(nπ
L

)2
, Xn(x) = +Qb

√
λnx = +Qb nπx

L
, n = 0, 1, 2, . . . .

Στη συνέχεια λύνουμε την εξίσωση:

T ′
n + α2λnTn = 0 ⇒ Tn(t) = c e−α2λnt, n = 0, 1, 2, 3, . . ..

Συνεπώς (παραλείποντας τις σταθερές) έχουμε ότι οι συναρτήσεις:

u0(x, t) = 1 και un(x, t) = e−α2λnt +Qb nπx
L

, n = 1, 2, 3, . . .,

ικανοποιούν τόσο την εξίσωση της θερμότητας όσο και τις συνοριακές συνθήκες Neumann.
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Άρα

u(x, t) =
c0
2
u0(x, t) +

∞∑

n=1

cnun(x, t) =
c0
2

+
∞∑

n=1

cn e−
n2π2α2

L2 t +Qb nπx
L

. (3)

Για να ικανοποιείται η αρχική συνθήκη πρέπει:

u(x, 0) = f(x) =
c0
2

+
∞∑

n=1

cn +Qb nπx
L

.

Άρα τα cn είναι οι συντελεστές της συνημιτονικής σειράς Fourier της αρχικής κατανομής
θερμοκρασίας f(x). Επομένως

cn =
2
L

∫ L

0

f(x) +Qb nπx
L

dx, n = 0, 1, 2, . . . . (4)

Συνεπώς η λύση του προβλήματος διάδοσης θερμότητας δίνεται από τη σειρά (3) με τους

συντελεστές cn να υπολογίζονται από την (4).

Δ.Α. Μητσούδης Διαφορικές Εξισώσεις 20 / 25



Παράδειγμα

Να λυθεί το πρόβλημα αρχικών/συνοριακών τιμών:

ut(x, t) = uxx(x, t), για κάθε t > 0, x ∈ (0, 25),

u(x, 0) = x, για κάθε x ∈ [0, 25],

ux(0, t) = ux(25, t) = 0, για κάθε t > 0. Μονωμένα άκρα

Σύμφωνα με ότι είδαμε προηγουμένως η λύση δίνεται από τον τύπο:

u(x, t) =
c0
2

+
∞∑

n=1

cne
−n2π2

252
t +Qb nπx

25
,

Λόγω της αρχικής συνθήκης u(x, 0) = x, έχουμε ότι

c0
2

+
∞∑

n=1

cn +Qb nπx
25

= x,

άρα τα cn είναι οι συντελεστές της ημιτονικής σειράς Fourier της f(x) = x, οπότε
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c0 =
2
25

∫ 25

0

x dx =
2
25

252

2
= 25.

cn =
2
25

∫ 25

0

x +Qb nπx
25

dx = · · · =
{

− 100
n2π2 , n : περιττός
0 , n : άρτιος

Άρα, τελικά, η λύση σε κάθε σημείο x της ρά-
βδου και σε κάθε χρονική στιγμή t δίνεται από
τον τύπο:

u(x, t) =
25
2
−100

π2

∞∑

n=1,3,5,...

1
n2

e−
n2π2

625 t +Qb nπx
25

.
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heat is allowed to enter from, or to escape to, the outside. The physical interpretation
of the term

c0

2
= 1

L

∫ L

0
f (x) dx (38)

is that it is the mean value of the original temperature distribution.

E X A M P L E

2

Find the temperature u(x, t) in a metal rod of length 25 cm that is insulated on the ends as well
as on the sides and whose initial temperature distribution is u(x, 0) = x for 0 < x < 25.

The temperature in the rod satisfies the heat conduction problem (1), (3), (24) with L = 25.
Thus, from Eq. (35), the solution is

u(x, t) = c0

2
+

∞∑

n=1

cne−n2π2α2 t/625 cos
nπx
25

, (39)

where the coefficients are determined from Eq. (37). We have

c0 = 2
25

∫ 25

0
x dx = 25 (40)

and, for n ≥ 1,

cn = 2
25

∫ 25

0
x cos

nπx
25

dx

= 50(cos nπ − 1)/(nπ)2 =
{

−100/(nπ)2, n odd;
0, n even.

(41)

Thus

u(x, t) = 25
2

− 100
π2

∞∑

n=1,3,5,...

1
n2

e−n2π2α2 t/625 cos(nπx/25) (42)

is the solution of the given problem.
For α2 = 1, Figure 10.6.2 shows plots of the temperature distribution in the bar at several

times. Again, the convergence of the series is rapid so that only a relatively few terms are
needed to generate the graphs.

2510 15 025

25

20

15

10

5

u

x

t = 0
t = 10

t = 40

t = 100
t → ∞

FIGURE 10.6.2 Temperature distributions at several times
for the heat conduction problem of Example 2.Στο σχήμα παρουσιάζεται η κατανομή της θερμοκρασίας στη ράβδο σε διάφορες χρονικές

στιγμές. Παρατηρήστε ότι η θερμοκρασία καθώς περνάει ο χρόνος τείνει προς την τιμή

12.5 = 1
25

∫ 25

0
x dx, που μπορεί να ερμηνευθεί ως η μέση τιμή της αρχικής κατανομής

θερμοκρασίας.
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Μη ομογενείς συνοριακές συνθήκες Dirichlet
Θεωρούμε το κάπως γενικότερο πρόβλημα όπου τα άκρα της ράβδου έχουν γνωστές και
σταθερές θερμοκρασίες. (Θερμοκρασία T1 στο άκρο x = 0 και θερμοκρασία T2 στο x = L.)
Δηλαδή

ut(x, t) = α2uxx(x, t), για κάθε t > 0, x ∈ (0, L)

u(x, 0) = f(x), για κάθε x ∈ [0, L] Αρχική συνθήκη

u(0, t) = T1, u(L, t) = T2, για κάθε t > 0. Μη ομογενείς σ.σ. Dirichlet

Θα λύσουμε το πρόβλημα αυτό ανάγοντάς το σε ένα πρόβλημα με ομογενείς σ.σ. Η τεχνική
που θα ακολουθήσουμε βασίζεται στο ακόλουθο φυσικό επιχείρημα:

Μετά από μεγάλο χρονικό διάστημα (καθώς t → ∞) αναμένουμε ότι η όλη διαδικασία θα
καταλήξει σε μια σταθερή κατανομή θερμοκρασίας v(x), που θα είναι ανεξάρτητη του
χρόνου t και της αρχικής συνθήκης. Τότε η εξίσωση της θερμότητας για την v γίνεται:

vt︸︷︷︸
=0

= α2vxx ⇒ v′′(x) = 0 ⇒ v(x) = ax+ b.

Η v(x) πρέπει να ικανοποιεί τις σ.σ. v(0) = T1, v(L) = T2, που ισχύουν ακόμη και όταν

t → ∞.
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Τώρα, v(0) = T1 ⇒ b = T1 και v(L) = T2 ⇒ a = (T2 − T1)/L. Δηλαδή η v είναι η
γραμμική συνάρτηση:

v(x) =
T2 − T1

L
x+ T1.

Επιστρέφουμε στο αρχικό πρόβλημα και εκφράζουμε την u ως εξής:

u(x, t) = v(x) + w(x, t).

Επομένως,

ut = α2uxx ⇒ (v + w)t = α2(v + w)xx ⇒ vt︸︷︷︸
=0

+wt = α2 vxx︸︷︷︸
=0

+α2wxx ⇒ wt = α2wxx

w(0, t) = u(0, t)− v(0) = T1 − T1= 0.

w(L, t) = u(L, t)− v(L) = T2 −
(T2 − T1

L
L+ T1

)
= 0.

w(x, 0) = u(x, 0)− v(x)= f(x)− v(x).
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Άρα η w ικανοποιεί το πρόβλημα:

wt(x, t) = α2wxx(x, t), για κάθε t > 0, x ∈ (0, L)

w(x, 0) = f(x)− v(x), για κάθε x ∈ [0, L] με v(x) =
T2 − T1

L
x+ T1.

w(0, t) = 0, u(L, t) = 0, για κάθε t > 0. Ομογενείς σ.σ. Dirichlet

Άρα

w(x, t) =
∞∑

n=1

cne
−n2π2α2

L2 t bBM nπx
L

,

με

cn =
2
L

∫ L

0

(
f(x)− v(x)

)
bBM nπx

L
dx =

2
L

∫ L

0

(
f(x)− T2 − T1

L
x− T1

)
bBM nπx

L
dx

Τελικά,

u(x, t) = v(x) + w(x, t) =
T2 − T1

L
x+ T1 +

∞∑

n=1

cne
−n2π2α2

L2 t bBM nπx
L

,

με cn όπως παραπάνω.
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